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PROVA INTERMEDIA DI MATEMATICA — I parte
Vicenza, 11/11/2013

Domanda 1. Completando il quadrato scrivere il polinomio P(z) = 22 + %x + % nella forma (z + a)? + b

>
2, 3, 0 _ 2,3 .9 95 +32+1
T+ -rxt-=x"+-z+——-—+-=|z+- —.
2 8 2 16 16 8 4 16
Domanda 2. Risolvere I'’equazione
14+2In(z+3)=0
LS
L’equazione equivale al sistema
x + 3 > 0 (condizione di esistenza) x> -3
2In(z +3) = -1 In(z +3) =Ine /2

e quindi
x> -3 x> -3
r+3=e"1/? < r=e1/? -3
- 3.

La soluzione é pertanto x = e 1/2

Domanda 3. Risolvere I'’equazione
e* — 5e* =14
>

Si tratta di un’equazione esponenziale riconducibile ad una di secondo grado. Con il cambio di variabile e® = ¢
I’equazione diventa

2 —5t—14=0 & (t+2)t-7)=0 & t=-2Vit="T,
Pertanto, tornando alla variabile x, le soluzioni sono per

e’ =—2 VvV e¥ =7. La prima ¢ impossibile e la seconda fornisce 1'unica soluzione x = In 7.

Domanda 4. Risolvere la disequazione
z(x+1)<5b

S

La disequazione equivale a

—-1++21

22 + 2 — 5 < 0. Le soluzioni dell’equazione associata sono z = >

Pertanto le soluzioni della disequazione sono U'intervallo (%ﬁ, _1%@)

Domanda 5. Risolvere la disequazione
(x +2)(z —3) >0
z+1 -

S

C’¢ la condizione di esistenza x # —1. Ci sono varie possibili strade per la ricerca delle soluzioni, come ad esempio lo
studio del segno dei tre fattori, dai quali ricavare poi il segno della frazione. Propongo invece la via dei due sistemi
relativi al segno concorde di numeratore e denominatore. La disequazione equivale a

(x4+2)(z—-3)>0 v (x+2)(z-3)<0 N r< -2 Vze>3 v —2< <3
r+1>0 r+1<0 z>—1 r < —1.
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Aiutandosi eventualmente con un semplice grafico si trova che le soluzioni sono date dall’insieme S = [—2, —1)U[3, +00).

Domanda 6. Disegnare nel piano con riferimento cartesiano l'insieme delle soluzioni dell’equazione 3zy? — 322 =0
S y

Raccogliendo 3z I’equazione diventa

32(y  —2)=0 & 2=0V z=19° x

Le soluzioni sono pertanto i punti che stanno o sulla retta di equazione x = 0, cioé ’asse vy,
o sulla parabola di equazione = = y2, parabola con vertice nell’origine e asse orizzontale.
La raffigurazione ¢ in rosso qui a fianco.

Domanda 7. Ottenendolo con le trasformazioni elementari, si disegni il grafico della funzione f(z) = —In(x + 2)
S
Il grafico si puo ottenere a partire dal grafico di  +— Inx con le trasformazioni indicate qui sotto
Y I Y I Y
z+—Inz : x — In(x + 2) :
| | -1
1 x -2 ; -1 x -2 ; x
/ i / i x— —In(z+2)
Domanda 8. Della funzione f: [-1,2] — R, con f(x) = —(z — 1), si determinino il sup e I'inf
D

La funzione in tutto R ha per grafico una parabola con asse verticale, concavita verso il basso e vertice nel punto (1, 0).
Viene pero definita solo nell’intervallo [—1, 2]. Il grafico si ottiene con le trasformazioni elementari riportate qui sotto.

—4

Dal grafico si vede che 'estremo superiore di f & 0 (il valore che la funzione assume per 2 = 1) e che lestremo inferiore
¢ f(—=1) = —4. T due valori sono anche, rispettivamente, il massimo e il minimo della funzione.

)

z—0t

Domanda 9. Si calcoli il lim (

=—+ — =0+ 00 = +o0.

N 1 0+

Con lalgebra dei limiti  lim
z—0*t

Q>
VI ol 7\/0_++ 1ot 1
er N

Domanda 10. Si calcoli la derivata della funzione f(z) = (3z + 4)%e37+4

L)

f/(:p) = 2(31‘ + 4) . 3 . 63I+4 4 (31, + 4)263z+4 . 3
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PROVA INTERMEDIA DI MATEMATICA — I parte
Vicenza, 11/11/2013

Domanda 1. Completando il quadrato scrivere il polinomio P(z) = 2? + 22 + {5 nella forma (z + a)? + b

S

IR U A SR U IS SR S R B
5 10 5 100 100 10 10 100°

Domanda 2. Risolvere I’equazione
1-2vx+2=0
S

L’equazione equivale al sistema

{ x +2 >0 (condizione di esistenza) o { x> =2

2vVr+2=1
e quindi

T2 =2 s T2 =2 La soluzione ¢ pertanto !
uzion rtanto x = ——.
r+2=1 =1_2 P 4

Domanda 3. Risolvere I'’equazione
2t — 222 =3
>

Si tratta di un’equazione di quarto grado riconducibile ad una di secondo grado. Con il cambio di variabile 22 = ¢
I’equazione diventa
t?—-2t-3=0 & (t+1)(t-3)=0 & t=-1V t=3.

Pertanto, tornando alla variabile x, le soluzioni sono per
2> = —1 VvV 2? =3. La prima ¢ impossibile e la seconda fornisce le due soluzioni & = +v/3.
Domanda 4. Risolvere la disequazione

22 <4z +5
S

La disequazione equivale a
22 —4r-5<0 & (r+1)(z-5)<0.

Pertanto le soluzioni della disequazione sono l'intervallo (—1,5).

Domanda 5. Risolvere la disequazione

T+2
x(x—1) =0
LS

Ci sono le condizioni di esistenza x # 0 e z # 1. Ci sono varie possibili strade per la ricerca delle soluzioni, come ad
esempio lo studio del segno dei tre fattori, dai quali ricavare poi il segno della frazione. Propongo invece la via dei due
sistemi relativi al segno concorde di numeratore e denominatore. La disequazione equivale a

r+2>0 y r+2<0 T > -2 v < =2
x(x—1)>0 z(x—1)<0 r<0V z>1 0<z<l.
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Ajutandosi eventualmente con un semplice grafico si trova che le soluzioni sono date dall’insieme S = [—2,0)U(1, 4+00).

Domanda 6. Disegnare nel piano con riferimento cartesiano I'insieme delle soluzioni dell’equazione (z —1)2 42y = 2

S
Y

Si tratta di un’ellisse. Conviene riscrivere I’equazione, dividendo per 2, nella forma

[ = "1

' |
LRSI /| |

1-v2 \
Si tratta dell’ellisse di centro il punto (1,0) e semiassi a = v/2 e b = 1. E raffigurata :
in rosso qui a fianco. —1 == = __

— e

Domanda 7. Ottenendolo con le trasformazioni elementari si disegni il grafico della funzione f(x) =2 + In(—x)

S

Il grafico si puo ottenere a partire dal grafico di  +— Inx con le trasformazioni indicate qui sotto

z = 2+ In(—x) Y

z—Inx = In(—z) Y

/1 T —1\ x i
T

Domanda 8. Determinare la controimmagine dell’intervallo (0,4) attraverso la funzione f(z) = (x — 1)

2

4y Y

La figura fornisce il grafico della funzione f, che si puo ottenere dal grafico di « — z2? con una traslazione a destra di
una unitd. L’intervallo (0,4) é rappresentato in blu sull’asse delle y. I valori di z in cui la funzione vale 4 si possono
ottenere risolvendo 'equazione (z — 1)? = 4, cioé 2 — 1 = 42 e quindi sono z = —1 oppure = 3. Attenzione che
I'intervallo (0,4) & aperto e quindi questi due valori sono esclusi dalla controimmagine. Anche il punto z = 1, in cui
la funzione vale 0, & escluso. La controimmagine ¢ quindi data dall’insieme (—1,1) U (1, 3).

Domanda 9. Si calcoli il lim _¢ +xze "
In(—z)

T——00 —x

L)

x — 00 O
Con lalgebra dei limiti  lim —C et =S 4 (—00) et = — —00=0—00=—c0.
z——o0 \ In(—x) In(+00) +o0
Domanda 10. Si calcoli la derivata della funzione f(z) = /3x + 2 3% +2
S
1

") = ———— -3 &322 4 /Bx + 232 3.
f(@) 2v/3x + 2
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PROVA INTERMEDIA DI MATEMATICA — II parte
Vicenza, 14/11/2013

ESERCIZIO 1. Data la funzione
f(x) =2® —In(z + 1)

se ne determini il dominio e si calcolino i limiti significativi. Si calcoli la derivata di f, si trovino i punti stazionari e
si stabilisca se essi sono punti di massimo/minimo. Con le informazioni ottenute si disegni un possibile grafico di f.
Attraverso il segno della derivata seconda si dica infine se la funzione é concava o convessa.

S

La condizione di esistenza per la funzione f & x +1 > 0, cioé > —1, quindi il dominio é l'intervallo (—1,+400).
Pertanto i limiti significativi da calcolare sono: (—1)* e +oc.

Jimf(@) =0~ In((~1)* +1) = 0~ 1n(0%) = 0 — (~00) = +ov

lim f(z) = 400 — o0, che & una forma indeterminata.
r—+00

Ricordando che la funzione logaritmica € trascurabile all’infinito rispetto alla potenza, possiamo dire che il limite a
+00 & +00. Osserviamo anche che risulta f(0) = 0.

Calcoliamo la derivata.

1
/!
T) =2z —
/(@) x+1
Per trovare i punti stazionari annulliamo la derivata.
! 1 2
fflz)=0 & 2zx———=0 & 2x+l)=1 < 22°+2z-1=0.
z+1
Con la formula risolutiva (ridotta) dell’equazione di secondo grado si ha z = %\/5 La soluzione negativa non &
accettabile in quanto non sta nel dominio. La soluzione positiva ¢ x = ‘/52*1 (circa 0.37) ed & 'unico punto stazionario

di f. I limiti della funzione ci dicono che sicuramente il punto stazionario trovato ¢ un punto di minimo, anzi €& il
punto di minimo globale di f.

Un possibile grafico ¢ il seguente:

Calcoliamo la derivata seconda per studiare la convessita/concavita della funzione.

1

f(x)=2+ m

La derivata seconda é chiaramente sempre positiva e quindi la funzione f é convessa nel suo dominio. Faccio notare che
nel disegno di un possibile grafico avevo disegnato una funzione convessa, ma in realta, prima di studiare la derivata
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seconda, non avevo la certezza che la funzione, dopo aver assunto il suo minimo, non avesse un punto di flesso a partire
dal quale diventasse concava.

ESERCIZIO 2. Data la funzione
1—(z—-1) z<1
f(x){ 1+vz—1 z>1,
se ne disegni un grafico utilizzando le trasformazioni elementari. Si stabilisca se alla funzione f ¢ applicabile il teorema

degli zeri nell’intervallo [—1,2]. Si stabilisca se alla funzione f ¢ applicabile il teorema di Lagrange nell’intervallo
[-1,2].

S
Il grafico della parabola si ottiene a partire dal grafico di = — 22 con queste trasformazioni elementari.
) T — 2 x I—> .’L‘ — 1 )
r—1—(z—1)?2

_____ 1 — |
I
| | ! 2
. ' —1fz = —(2\ 1) .

aaalie s R

11 grafico della funzione = — 1++/x — 1 si ottiene a partire dal grafico di x — /= con queste trasformazioni elementari.

Y
y Tz y rz—=vVr—1
T—1++vr—1
LFp===-~
: i
|
1 2 T l
1 x
Pertanto il grafico della funzione f é qui sotto a sinistra.
Y Y
2F-———> |
|
1 | I
| |
1 N 1 L
P ’ ] 4
| | 1 2 z
1 T !
I
|
|
I
I
---4-3

Per stabilire se é applicabile il teorema degli zeri dobbiamo verificare se sono vere le ipotesi del teorema, e cioé che la
funzione sia continua nell’intervallo (che é chiuso e limitato) [—1, 2] e che inoltre i valori di f agli estremi dell’intervallo
abbiano segno opposto.

Nel grafico sopra a destra sono evidenziati 'intervallo [—1, 2] e i valori della funzione agli estremi. Dal grafico possiamo
dire che la funzione é continua, essendo in particolare continua in x = 1, che era ’unico punto “critico”.

I valori di f agli estremi sono

f=)=1—(z-1)? =3 o J@=1+Va-1 =2

r=—1
Quindi possiamo affermare che anche l'ipotesi sul segno dei valori agli estremi é verificata e che quindi il teorema &
applicabile.

Ora vediamo se & applicabile il teorema di Lagrange. Le ipotesi sono che la funzione sia continua nell’intervallo [—1, 2]
(gia verificato) e che sia derivabile nei punti interni, cioé nell’intervallo (—1,2).
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Quindi dobbiamo studiare la derivabilitda di f. Possiamo dire che il grafico suggerisce che x = 1 sia un punto di
non derivabilitd. Proviamolo rigorosamente. Anzitutto possiamo dire che la funzione f ¢ certamente derivabile negli
intervalli (—1,1) e (1,2), dato che coincide con funzioni elementari. Sfruttando appunto la derivabilita in questi
intervalli possiamo poi scrivere

() = —2(951—1) sex <1

2vVz—1

sex > 1.

Pertanto avremo!

PO = i )= (<20 =0 e A= i ) =l o =

Quindi f non ¢ derivabile in = 1 (¢’¢ un punto di cuspide, dato che la derivata destra ¢ infinita) e pertanto il teorema
di Lagrange non ¢é applicabile.

+00.

ESERCIZIO 3. Date le due funzioni 1
flx)=e" e glx)=—

si scriva Pespressione delle due funzioni composte f(g(z)) e g(f(x)). Si stabilisca poi, in base alla definizione, se

f(x) & trascurabile rispetto a g(x) , per x — +oo.

S
Per quanto riguarda le funzioni composte si ha
—g(x —1/2? 1
flo()) = 79 =71 = ol/a?
¢ 1 1 1
g9(f () = = = =e*.

(f@))? (e7®) e

Per la seconda domanda dobbiamo calcolare il limite per z — 400 del quoziente delle due funzioni.

z e ” x?
lim M = lim —— = lim — =0,
T—+o00 g(x) T—400 -2 r—+oo et

dato che il limite é un confronto standard tra una funzione potenza e la funzione esponenziale. Pertanto possiamo dire
che f é trascurabile rispetto a g per x — +o0.

1Un aspetto un po’ tecnico ma che & il caso di sottolineare: la derivata destra ¢ per definizione il limite del rapporto incrementale
da destra, non il limite destro della derivata. Quindi fare il limite di f’ non sempre equivale a calcolare la derivata destra. Pero se la
funzione ¢ continua da destra ed esiste il limite della derivata, allora questo ¢ uguale alla derivata destra (potrebbe essere infinita). Lo
stesso ovviamente vale per la derivata sinistra. Solitamente ¢ pitt semplice il calcolo del limite della derivata rispetto al limite del rapporto
incrementale. Attenzione che se la funzione non é continua potremmo avere un limite della derivata finito con una derivata che invece non
esiste.
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PROVA CONCLUSIVA DI MATEMATICA — I parte
Vicenza, 20/01/2014

1
Domanda 1. Calcolare I'integrale / zv/ 1+ 22de
0

1 1 2\5/4 |1
4 1 1 (1 1 4 2
/ x</1+$2dx:—/ 2$(1+$2)1/4d$:_' % [ _(25/4 ) _(25/4 )
0 2 Jo 2 3 o 25 5
Domanda 2. Calcolare I'integrale / ze® dx

>

L’integrale si calcola per parti, prendendo come parte finita x e parte differenziale e®.

/xemdac:xe””—/em-ldx:xez—ez—i—c.

+oo 1
Domanda 3. Calcolare con la definizione / - dx
1 x
S
too g b 2 1 1 1
/ —3dac— lim z3dzr = lim Z—| =—= lim S —1)=:.
1 T b—+oo Jq b—+oo —2 |4 2 b—+00 \ b 2
+oo
2
Domanda 4. Calcolare la somma della serie Z TS
n= O
S

RIS =3 2 1
ZWZW_Z<) =3 1o1-t

n=0

0tV

Domanda 5. Dire se converge o diverge la serie E

— n2+n

S
Nel termine generale della serie a numeratore la radice é trascurabile rispetto ad n, per n — 400; a denominatore
n ¢ trascurabile rispetto a n?. Quindi il termine generale Zi_“_/j, per n — 400, € equivalente a 5 = % Dato che

quest’ultimo ¢ il termine generale di una serie armonica propriamente detta, che é una serie divergente, allora per il
criterio del confronto diverge anche la serie data.

Domanda 6. Calcolare la matrice inversa di A = ((2) 41)
SY

. . . L . . . CL 4 -2
Anzitutto la matrice inversa di A esiste in quanto det A = 2 # 0. La matrice dei complementi algebrici di A & <1 0 )

. . 4 1 - Lo
e la matrice aggiunta ¢ A* = (2 0). Quindi la matrice inversa é

_ 1 1/4 1 2 1/2
1 = —_— *: —_ =
A= Gt T3 (2 0) (1 0 )
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1
Domanda 7. Calcolare il rango della matrice A= | 1 -1 0
-1 2 1

S

Il rango di A puo essere al massimo 3. Dato che det A = 0 il rango non é 3. Osservando che il minore complementare

1 _1>, ¢ —1 possiamo affermare che il rango

dell’elemento di posto (3,3), cio¢ il determinante della sottomatrice (
di Ae2.

Domanda 8. Disegnare il dominio della funzione f(z,y) = /1 — 2 — y?

L)

La condizione di esistenza per la funzione f ¢ 1 —z — 52 > 0, cioé < 1 — 92, che é verificata nella regione di piano
che sta alla sinistra della parabola con asse orizzontale che interseca l’asse y in y = £1. Il dominio é rappresentato in
grigio € qui sotto.

Y

T

S
— 1"

Domanda 9. Calcolare il gradiente della funzione f(z,y) = yln (y + \/E)
>

Domanda 10. Scrivere la restrizione della funzione f(z,y) = \/yIn(xy) alla curva di equazione z +y —1 =0
>

Per scrivere la restrizione lungo la retta possiamo evidentemente esplicitare indifferentemente la = o la y. Esplicitando

la x si ottiene
f(z,y) :f(lfy,y):\/ﬂln(y(lfy))-

rx=1—y
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PROVA CONCLUSIVA DI MATEMATICA - II parte
Vicenza, 22/01/2014

ESERCIZIO 1. Data la funzione

se ne calcoli l'integrale indefinito / f(z)dz. Si calcoli poi la media integrale di f nell’intervallo [1,e]. Si stabilisca

+oo
infine se la serie E f (e”) converge o diverge.
n=1

L)

L’integrale indefinito é un integrale quasi immediato. Osservando che % ¢ la derivata del logaritmo si ha

In? 1 In®
/n xdx:/anx-—dx: n x—l—c.
T T 3

La media integrale di f nell’intervallo [1,e] & data da

1 €
671/1 fa)de ===

Veniamo alla serie. Si ha
2 +oo
In“(e") n?
en’
n=1

1%
%
I

WO

Per studiare questa serie possiamo fare in vari modi. Uno é usare il criterio del rapporto.

Il
-

n

. 2 . . . . .
Indicando con a,, = = il termine generale della serie, calcoliamo il

(n+1)? n 2 2 2
n e 1 1 1 1 1 1
lim 2+ = i < = lim etnt )7 _ lim = <n+ ) = lim = <1 + —) =-.
e

n—+oo  a, n—+oo NZ n—+oo n2entl n—+oo e n n—-+oo e n
e

Pertanto, essendo il limite minore di 1, per il criterio del rapporto la serie converge.

Alternativamente si poteva arrivare al risultato con un confronto con # Dato che

¥

4

n
lim = lim — =0 (confronto standard),
n—-+oo n—+oo en

[

n

. . 2 ~ . .
significa che 7 ¢ trascurabile, per n — +o00, rispetto a !

-z € quindi la serie converge.

ESERCIZIO 2. Dati i vettori
o' =(0,-1,1) , ?*=(1,2,-1) , ©*=(-1,1,0)

si stabilisca se sono linearmente dipendenti o indipendenti usando la definizione. Si trovi conferma del risultato
attraverso il rango. Si dica se il primo vettore fondamentale di R? appartiene al sottospazio S generato dai tre vettori
e si dica infine se & vero che qualunque vettore di R® appartiene ad S.

S

Per stabilire se i vettori v!, v?, v sono linearmente dipendenti o indipendenti usando la definizione formiamo anzitutto
una combinazione lineare di v!,v?,v2 e poniamola uguale al vettore nullo.

av' +v? + e =0 cioé a(0,—1,1)+b(1,2, 1) +¢(—1,1,0) = (0,0,0).
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Questo significa
(0, —a,a)+ (b,2b,—b) + (—¢,¢,0) = (0,0,0) cioe (b—c,—a+2b+c,a—b)=(0,0,0).

Questa equivale al sistema,
b—c=0

a=b=c
—a+2b+c=0 = {a+2a+a0,
a—b=0

che ha evidentemente come unica soluzione la soluzione a = b = ¢ = 0. Pertanto i vettori sono linearmente indipendenti,
in base alla definizione.

Abbiamo la conferma di questo osservando che, formata con i tre vettori in riga la matrice
0 -1 1

A=11 2 —11, siha che det A =2 e quindi le righe sono L.i.
-1 1 0

Dato che i tre vettori sono linearmente indipendenti, il sottospazio S di R? da essi generato & tutto R? e quindi il
primo vettore fondamentale di R?, cio¢ u! = (1,0,0), appartiene certamente ad S.

Analogamente possiamo affermare che & anche vero che qualunque vettore di R? appartiene ad S.

ESERCIZIO 3. Data la funzione

f(x,y):ln(l—xQ—y)—ln(l—xQ—y2)

si determini e si disegni il suo dominio. Si dica se si tratta di un insieme aperto, chiuso o né aperto né chiuso, limitato
o non limitato. Si calcoli il gradiente di f e si dica se ’origine é un punto stazionario. Determinare i punti del dominio
in cui la funzione si annulla.

>
Le condizioni per 'esistenza della funzione f sono espresse dal sistema Y
1—22-y>0 y<1—2? 1
2 2 < 2 2 TTTT T T Tz TSI T T T T T 70
1—2°—-y*>0 ety <1 oz S~
S BN
AN\
Il dominio di f é un insieme aperto in quanto tutti i suoi punti sono interni ,/ ,/ \\\\
all’insieme. Si tratta anche di un insieme limitato. E infatti contenuto nel 1 / /’ \ g
cerchio di centro ’origine e raggio 1. 1' \:\
/
11 gradiente di f ¢ / \\ /I \
/
\ \
/ /
—2x 2x -1 2y / A 7 \
Vf(x,y) = + , + . N ’ \
f@y) <1—x2—y 1—a22—9y2 " 1—a2—y 1—x2—y2) / Nl S \
-1
L’origine non & un punto stazionario in quanto V f(z,y) = (0, 71).
La funzione f si annulla se e solo se
In(1-2”—-y)=I(1-2*-y°) & 1—a? —y=1-—2%—9 & y = y> & yly —1) =0,

che equivale a y = 0 oppure y = 1. La retta di equazione y = 1 non contiene nessun punto del dominio. La retta di
equazione y = 0 fornisce i punti del dominio in cui la funzione si annulla, indicati in rosso nella figura qui sopra.
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ESAME DI MATEMATICA — 1 parte
Vicenza, 20/01/2014

Domanda 1. Scomporre in fattori il polinomio P(z) = 62° — 52 — 1

S

Si tratta di un polinomio di terzo grado e non é possibile raccogliere x. L’unica possibilita di scomporlo é con il
teorema di Ruffini, cioé cercare una sua radice. E evidente che x = 1 ¢ una radice del polinomio P, che quindi &
divisibile per x — 1. Troviamo il quoziente con la regola di Ruffini:

6 -5 0] -1
1 6 1| 1
6 1 1]o0

Quindi si ha P(x) = (x—1)(62% + 2 +1). Cerchiamo gli zeri del polinomio di secondo grado? con la formula risolutiva:
T = % V21_24 e quindi il polinomio di secondo grado non si pud scomporre ulteriormente. La scomposizione richiesta
é pertanto quella indicata sopra.

Domanda 2. Nell’espressione 4771 4 2137 raccogliere 22*

Q>
4ol 4 olt3z _ 92(atl) 4 old3r _ g2u (22x+272z 4 21+3172x) — 92 <4 4 21+x)_

Domanda 3. Risolvere I'’equazione

9" =3 o 97 =92 & 2=
Domanda 4. Risolvere la disequazione
422 -2>0

L)

Si tratta di un’equazione intera di quarto grado riconducibile ad una di secondo grado. Con il cambio di variabile
22 =t 'equazione diventa

t?+t-2>0 & (Et-1D)Et+2)>0 & t<-2Vit>1

Le soluzioni vanno quindi cercate nelle x per cui

<=2V 22>1.

La prima disequazione non ha soluzioni. Le soluzioni della seconda sono x < —1 oppure x > 1, y
cioe l'insieme (—o0, —1) U (1, +00), che sono le soluzioni della disequazione data.
Domanda 5. Disegnare nel piano cartesiano 'insieme delle soluzioni dell’equazione 422 —y2 = 0
>
Si tratta della differenza di due quadrati e quindi ’equazione equivale a
(22 — y)(2x + y) = 0, che equivale a 22 — y = 0 oppure 2z +y = 0.
Le due equazioni di primo grado definiscono le due rette per 'origine di equazione y = 2x oppure y = —2z. L’insieme

& rappresentato in rosso qui a fianco.

2Peraltro la scomposizione fin qui ottenuta risponde gid correttamente e completamente alla domanda, essendo richiesta una
scomposizione. Se la domanda fosse stata “Scomporre in fattori non ulteriormente scomponibili” allora il seguito sarebbe stato necessario.
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Domanda 6. Aiutandosi con un grafico, determinare i punti di massimo e di minimo della funzione f(z) = 1—(z+1)?
nell’intervallo [—2, 0]

>
11 grafico di f si pud ottenere con le trasformazioni elementari a partire dal grafico di « — 22. Le trasformazioni sono
riportate qui sotto. Dal grafico si vede che ci sono due punti di minimo, 2 = —2 e z = 0 (in cui la funzione vale 0) e
un punto di massimo, x = —1 (in cui la funzione vale 1).
y 2 2 Yy, o (z+1)?2 Yy Yy
|
————— 1 ~- 11
| | z |
! l -1 2 '
-1 ‘ 1 = -1 x / -1 ]\ x
r— —(z+1)32 T 1—(z+1)?
Domanda 7. Calcolare il limite lim (lnz — e'/*)
z—0t
>
Con l'algebra dei limiti 1im+ (lnz— el/x) =0t — e/ = —00— et = —00 — 00 = —c0.
z—0

2
Domanda 8. Calcolare la derivata della funzione f(z) = J:(l +3In x)
LS

fx) = (1+3lnx)2 +x-2(1 +31n1:) %

1
Domanda 9. Calcolare I'integrale / zv/ 1+ 22de
0
>

1 1 2\4/3 |1

1 1 ( 1

/ x\3/1+$2dx:§/ 20(1+2%) P da = 3 - # :5-%(24/3—1)=g(24/3—1).
0 0 0

3

Domanda 10. Disegnare nel piano il dominio della funzione f(x,y) = /Ty + 1 —

CSY
Le condizioni di esistenza sono espresse dal sistema
x>0 <0
xzy >0
{ 1 >0 Aad y=0 VvV y<0
e z<1 z < 1.

Si tratta quindi della parte del primo quadrante alla destra della retta verticale x = 1 oppure di tutto il terzo quadrante.
La regione ¢é rappresentata in grigio qui sotto.

TeEMA DEL 20/01/2014 — I PARTE UNIVR — SEDE DI VICENZA



A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di Matematica — A.A. 2013/14 14

ESAME DI MATEMATICA - II parte
Vicenza, 22/01/2014

ESERCIZIO 1. Data la funzione

[ (z-12-1 =z<1
f(x){ —ln(zx—-1) z>1,

se ne disegni un grafico utilizzando le trasformazioni elementari. Sulla base del grafico si determini 'immagine di f,
cioé I'insieme dei valori che f assume e si dica se esistono punti di massimo/minimo locali o globali. Si dica poi se f
¢ continua e derivabile in R. Si calcoli infine la media integrale di f nell’intervallo [—1,1].

S

Attraverso le trasformazioni elementari possiamo ottenere i grafici delle due funzioni che definiscono la f.

y x = 2 y x (z—1)32 y
N\ o/
N |/ 1 ! 2 x
| | |
1 | _1 |
-1 ‘ 1

t 1 t e (z—-1)2 -1

_ Y
e Inx : x+— In(z —1) :
| |
1! 1! 2
/1 T | |
| |
| |
[ [

Quindi il grafico di f é quello riportato a fianco. Y

T

z— —lIn(z—1)

L’immagine di f ¢ tutto R, osservando anche che la sola funzione logaritmica
permette di ottenere tutti i valori di R.

Sulla base del grafico possiamo affermare che non esistono punti di massimo, né
locali né globali. Il punto # = 1 ¢ un punto di minimo locale (non globale). 1
Infatti in un suo intorno opportunamente piccolo, ad esempio (%, %), risulta che
flx) = f(1) = -1

Sempre sulla base del grafico possiamo dire che la funzione f é continua in ogni
x # 1, ma non é continua in x = 1, dato che il limite da destra ¢ +o00 e quindi
abbiamo una discontinuita di seconda specie.

Analogamente f ¢ derivabile in ogni z # 1 (si tratta di funzioni elementari), ma non & derivabile in 2 = 1, non essendo
continua.

La media integrale di f nell’intervallo [—1, 1] & per definizione

%/tf(x)dx%/ll ((xl)zl)dx%<%(x1)3x

1

-1

ESERCIZIO 2. Dati i vettori
vl =(0,-1,1) , *=(1,2,-1) , ©*=(-1,1,0)

si stabilisca se sono linearmente dipendenti o indipendenti usando la definizione. Si trovi conferma del risultato trovato
attraverso il rango. Si dica se il primo vettore fondamentale di R? appartiene al sottospazio S generato dai tre vettori
e si dica infine se & vero che qualunque vettore di R3 appartiene ad S.

LY
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L 22,93 sono linearmente dipendenti o indipendenti usando la definizione formiamo anzitutto

2, v3 e poniamola uguale al vettore nullo.

Per stabilire se i vettori v
una combinazione lineare di v!,v

av' +v? +c® =0 ciod a(0,—1,1)+b(1,2, 1) +¢(—1,1,0) = (0,0,0).
Questo significa
(0, —a,a)+ (b,2b,—b) + (—¢,¢,0) = (0,0,0) cioe¢ (b—c,—a+2b+c,a—b)=(0,0,0).

Questa equivale al sistema,

b—c=0 b=
—a+2b+c=0 & { a4+ 2a+a=0,
a—b=0

che ha evidentemente come unica soluzione la soluzione a = b = ¢ = 0. Pertanto i vettori sono linearmente indipendenti,
in base alla definizione.

Abbiamo la conferma di questo osservando che, formata con i tre vettori in riga la matrice
0o -1 1

A=11 2 —11, siha che det A =2 e quindi le righe sono L.i.
-1 1 0

Dato che i tre vettori sono linearmente indipendenti, il sottospazio S di R? da essi generato & tutto R? e quindi il
primo vettore fondamentale di R3, cio¢ u! = (1,0, 0), appartiene certamente ad S.

Analogamente possiamo affermare che & anche vero che qualunque vettore di R? appartiene ad S.

ESERCIZIO 3. Data la funzione

f(zay) = \/Ehl(l 71'7y2)7
si determini e si rappresenti sul piano cartesiano il suo dominio D. Si dica se D & un insieme aperto, chiuso, o né
aperto né chiuso. Si indichino un punto interno ed un punto di frontiera di D. Si dica in quali punti di D la funzione
si annulla. Si calcoli il gradiente di f e si dica se l'origine é un punto stazionario.

S

Le condizioni per 'esistenza della funzione f sono espresse dal sistema

Y
x>0 - x>0 T~ -
1—2—92>0 x < 1—92 \\\1
N . .
Quindi il dominio di f é I'insieme D dei punti che stanno a destra dell’asse y, asse A
compreso, e a sinistra della parabola, parabola esclusa. 1 n
/ T

Il dominio D ¢ un insieme né aperto né chiuso. La motivazione é che non é aperto in o
quanto non tutti i suoi punti sono interni (ad esempio l'origine non ¢ un punto interno ad
a D) e non é chiuso in quanto non tutti i punti di frontiera appartengono a D (ad 17
esempio il punto (1,0) & di frontiera ma non appartiene a D). -7 N
Un punto interno a D é ad esempio (%, 0); un punto di frontiera & il gia citato (1,0).

La funzione f si annulla se e solo se
V=0 VvV In(l-z—-¢*)=0 & =0 V l-z—9y>=1 & =0 V z=—y°
e cioé sui punti dell’asse y che stanno nel dominio (I'unico punto della parabola nel dominio é l'origine). I punti sono

indicati in rosso nella figura qui sopra.
Il gradiente di f &

Vf(w,y)( n(lny)\/i%,\/ingyQ)-

l—z—y 1—a

1,
2V

L’origine non & un punto stazionario in quanto la derivata parziale rispetto ad z in (0,0) non esiste.
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PROVA CONCLUSIVA DI MATEMATICA — I parte
Vicenza, 07/02/2014

1
Domanda 1. Calcolare I'integrale / —dz

zvInz
OSY
1 1 _ (Inz)2/3 33
———dz = | —(lnxz Ve =L 41 c="Vhlz+e
/ zvInz T ( ) %
2
Domanda 2. Calcolare 'integrale /1 7= dz
SY
2 2 2
[ Lee g Bl 3 )
1 \3/5 1 2 1 2
+oo 1
Domanda 3. Calcolare con la definizione / ——dx
P v
S
Per definizione I'integrale ¢ il
b s-1/4)b 1
lim [ 2~%%dz= lim — 4 lim (b—1/4 - 1) — 4 lim (— - 1) — 4.
b—+o0 Jq b—+o0 -1 Iy b—+o0 b—+oo \ hl/4
+oo
. 2
Domanda 4. Calcolare la somma della serie Z Py
n=0 3~
S
+oo +oo +oo n
2 2 1 1
Y=o (3) =S e
n—1 Z 1 n _ 1
n=0 3 n=0 3 3 n=0 3 1 3

Domanda 5. Calcolare il prodotto interno (scalare) dei vettori (—1,2,1) e (1,—1,4)
>

((-1,2,1),(1,-1,4)) =—-1—-2+4=1.

Domanda 6. Calcolare il prodotto AB delle matrici A = ((1) 701 11) eB=[|1 -1

Domanda 7. Calcolare la matrice inversa di A = (11 (2))
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>
Anzitutto la matrice inversa di A esiste in quanto det A = —2 # 0. La matrice dei complementi algebrici di A &
2 -1 2 . .
(0 _1> e la matrice aggiunta ¢ A* = (_1 _01> Quindi la matrice inversa ¢

_ e L2 0N _ (-1 0
T detAT T 2\-1 -1) 7 \1/2 1/2)°

Domanda 8. Disegnare il dominio della funzione f(x,y) = 2%In (z(y - 1))

S

La condizione di esistenza ¢ z(y — 1) > 0, che equivale ai due sistemi
x>0 v z <0 o z >0 v z <0
y—1>0 y—1<0 y>1 y <1l

Il dominio & quindi la regione raffigurata in grigio qui sotto.

-1

A
|
|
|
|
_______ [t
|
|
|
|
|

Domanda 9. Calcolare il gradiente della funzione f(x,y) = (y + y?)\/z + 32
S

Viz.y) = <(y+y2)2\/++—y2 , (14 2y) x+y2+(y+y2)7%y2>.

Domanda 10. Determinare il segno della forma quadratica q(z,y) = —22 + zy — 23>

S

La matrice simmetrica associata alla forma quadratica ¢

-1 1
A( )
: -2

La matrice é definita negativa in quanto il primo minore principale di Nord—Ovest & negativo (—1) e il determinante

¢ positivo (2 — 1 =1).
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PROVA CONCLUSIVA DI MATEMATICA - II parte
Vicenza, 10/02/2014

ESERCIZIO 1. Si calcolino gli integrali
1
/xln(Q:E)dx e / v/ 1+ 22 dx.
-1

—+o0
. - . . 1+Inn .
Si stabilisca infine se la serie —— converge o diverge.
n
n=1

L)

Il primo integrale si calcola per parti, prendendo come parte finita In(2z) e parte differenziale x.

2 2 2 2 1 2 1 2 2 2
/zln(Q:E)dx:ln(Qx) . % f/% . %dx: %hl(Qx)— i/zdxz %ln(Qx)— X % +ec= %111(21‘) e
Per il secondo integrale si potrebbe osservare che, essendo la funzione dispari (prodotto di una dispari (x) e una pari
(la radice)) e l'intervallo simmetrico rispetto all’origine, U'integrale ¢ nullo. Ma calcoliamolo con il metodo generale.
Si tratta di di un integrale quasi immediato.

1 1 2\4/3
: 1 1 1
/ x\3/1+z2d$:—/ 2x(1+z2)1/3dx:§.4( +f)
1 1

2

1

3

ESERCIZIO 2. Data la matrice

0 1 -1 0
A=[1 -1 0 O
1 0 -1 1

si stabilisca se le sue righe sono vettori linearmente dipendenti o indipendenti. Si stabilisca anche se le sue colonne
sono linearmente dipendenti o indipendenti. Si risolva infine il sistema lineare omogeneo Az = 0 (x ¢ il vettore delle
incognite e 0 ¢ il vettore nullo), scrivendo opportunamente 'insieme delle sue soluzioni.

Per stabilire se le righe r!, 72, 73 sono linearmente dipendenti o indipendenti abbiamo a disposizione due possibili modi:
usare la definizione oppure servirsi del concetto di rango e dei suoi svariati significati.

Il rango di A ¢é 3, in quanto la sottomatrice formata dalle ultime 3 colonne ha determinante uguale a —1. Quindi le
righe sono linearmente indipendenti.

Vediamo di trovare il risultato anche con la definizione. Formiamo una combinazione lineare di 7', 72, r3 e poniamola
uguale al vettore nullo.

ar +br? +cr* =0 cioé  a(0,1,—1,0) +b(1,—1,0,0) + ¢(1,0,—1,1) = (0,0,0,0).

Questo significa
(0,a,—a,0) + (b,—b,0,0) + (¢,0,—c,c) = (0,0,0,0) cioe (b+c,a—b,—a—c,c)=(0,0,0,0).

Questa equivale al sistema,

b+c¢c=0

@a=b=0 che ha come unica soluzione a=b=c¢=0.
—a—c=0

c=0

Pertanto questo conferma che le righe sono linearmente indipendenti.
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Le colonne sono certamente linearmente dipendenti, dato che si tratta di 4 vettori in R3.3

Passiamo al sistema lineare omogeneo Az = 0. Esso é

y—2z=0 Il sistema puo essere risolto molto velocemente y—z=0 z=z
z—y=20 per sostituzione, esprimendo ad esempio tutto y==x da cui y==x
zT—24+t=0. in funzione di x. Il sistema equivale a 24 t=—x t=0.

Quindi le soluzioni si possono scrivere come i vettori del tipo (J:, T, T, 0), con x € R.

Possiamo esprimere lo spazio delle soluzioni come

S:{(x,x,x,()) : xER}:{x(l,l,l,O) : zE]R}.

ESERCIZIO 3. Data la funzione

y—1
si determini e si rappresenti sul piano cartesiano il suo dominio D. Si dica in quali punti di D la funzione si annulla.
Si caleoli il gradiente di f e si provi che il punto (0, 2) & stazionario.

fap) = o (257)).

>
La condizione di l'esistenza di funzione f & ZTJF} > 0, che equivale ai due sistemi
z+1>0 rz+1<0 z>—-1 r<—1
V & vV
y—1>0 y—1<0 y>1 y <1
Il dominio D di f é raffigurato in grigio qui sotto a sinistra.
1 Y
|
|
|
|
_____ IR
| 1
|
]
]
" -1 T

I punti in cui la funzione si annulla sono quelli per cui

1
x+1>0 cioe z=0 V

1
xln<$+1>0 che equivalea =0 V 1n<
y—

a sua volta equivalente a
r=0 V z4+1l=y—1 ossia z=0 V y=zx+2.

Si tratta dei punti del dominio che stanno su due rette, 'asse y oppure la retta di pendenza 1 che passa per il punto
(—=1,1). I punti in cui f = 0 sono rappresentati in rosso nella figura sopra a destra.

Il gradiente di f &

Vi(z,y)

I
/N
—
7N
8
|+
= =
~__
+
8
—_
‘H
8
—_
—
N~—
< g
L+
-
[\v]
~—

e T T e
y—1 y-1 y—1

L2 T
z+1" y—-1)°

Per provare che il punto (0, 2) é stazionario dobbiamo verificare che in tale punto il gradiente si annulla. Risulta infatti

V£(0,2) = (0,0).

Il
e
=] =]
7 N\
<R
I |+
=] =
SN—

3Ricordo che un insieme formato da pit vettori di quella che ¢ la dimensione dello spazio al quale essi appartengono ¢ sicuramente un
insieme di vettori dipendenti, dato che la dimensione é appunto il massimo numero di vettori indipendenti che si possono trovare in quello
spazio.

TeEMA DEL 10/02/2014 — II PARTE (PROVA CONCLUSIVA) UNIVR — SEDE DI VICENZA



A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di Matematica — A.A. 2013/14 20

ESAME DI MATEMATICA — 1 parte
Vicenza, 07/02/2014

Domanda 1. Dire se il polinomio P(z) = 2® — 32? — 2z + 6 ¢ divisibile per z — 3
SN

Possiamo utilizzare il teorema di Ruffini. Il polinomio P & divisibile per 2 — 3 se e solo se P(3) = 0. Risulta

P(3)=27—-27—646 =0 ¢ quindi la risposta ¢ si.

. 1 _ . 1 _ .
Domanda 2. Nell’espressione e % — \/ze® raccogliere ——e ™" e semplificare
T

2T NG

1 1 * 1
mefz —Vzet = —=e77 <1 — \1/56 ) = e " (1 — 2z62m).

Domanda 3. Risolvere I’equazione

C’¢ anzitutto la condizione di esistenza x > 0. Poi I’equazione equivale a

1
n@2r)=+1 < 2z=e! & z=_e*!

che sta per x = 2—16 oppure x = 5, entrambe accettabili.

Domanda 4. Risolvere la disequazione

e — e < 2

L)

Si tratta di una disequazione esponenziale riconducibile ad una di secondo grado. Con il cambio di variabile e” = ¢ la
disequazione diventa
?—t-2<0 & (t+1)t-2)<0 & -—l<t<2.

Pertanto, tornando alla variabile x, le soluzioni sono per

e’ > —1
—1<e” <2, ch ival
e < 2z, che equivale a { ot < 9.

La prima é sempre vera e la seconda ¢ vera per x < In2 e quindi fornisce I'insieme di y
soluzioni (—o0,1n 2).

Domanda 5. Disegnare nel piano cartesiano 'insieme delle soluzioni dell’equazione
zy—x+2=0
>

L’equazione equivale a
x(y—1) = -2,

che definisce l'iperbole di centro il punto (0,1), asintoti paralleli agli assi cartesiani e
rami che stanno nei corrispondenti del secondo e quarto quadrante rispetto al centro.
L’iperbole ¢ raffigurata in rosso qui a fianco.
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Domanda 6. Aiutandosi con un grafico, determinare I’estremo superiore e estremo inferiore della funzione f(x) =

e —1inR

Le trasformazioni che portano al grafico sono queste:

Y

i

T+ er

X

S

-1

Dal grafico ricaviamo che l'estremo superiore di f & +oo (oppure non esiste in quanto la f non & superiormente
limitata) e 'estremo inferiore & —1, cioé il limite di f per x che tende a +oc.

Domanda 7. Calcolare la derivata della funzione f(z) =

f'(z)

Domanda 8. Calcolare una primitiva della funzione f(x) =

(z In3 z) 2

L)

S

1

xln®x

1 1
e — (ln3z+x~3ln2:p~—

1

zvInz

Calcoliamo l'integrale indefinito. Si tratta di un’integrazione quasi immediata.

/

1
———dz =

3

zvVInx T

Quindi una primitiva & ad esempio g(x) =

3(lnx)?/3.

Domanda 9. Calcolare il determinante della matrice

1
-1
1

S

2
1
0

1
—(Inz)~ Y3 de =

3
0
-1

Sviluppando il calcolo rispetto alla terza riga il determinante vale

Domanda 10. Determinare il segno della forma quadratica q(z,y) = —2? + zy — 23>

1-(=3)—1-3=—6.

La matrice simmetrica associata alla forma quadratica ¢

A= (5

S

1
2

1
2
-2

).

(Inx)?/3

2

3

Inx +3

+c.

La matrice é definita negativa in quanto il primo minore principale di Nord—Ovest & negativo (—1) e il determinante

¢ positivo (2 -1 = 1).
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ESAME DI MATEMATICA - II parte
Vicenza, 10/02/2014

ESERCIZIO 1. Data la funzione
f(z) =22% — 4z + Inx,

se ne determini il dominio e si calcolino i limiti significativi. Si calcoli la derivata di f, si trovino i punti stazionari e si
studi la natura di questi punti (cioé se sono eventualmente punti di massimo/minimo). Si calcoli la derivata seconda

e si studi la concavita/convessita di f. Con le informazioni ottenute si disegni poi un possibile grafico di f. Si dica
—+o0

infine se la serie g —— converge o diverge.
n=1

— f(n)
Y

La condizione di esistenza per la funzione f & che z sia positivo. Il dominio ¢ quindi l'intervallo (0, +0c). Pertanto i
limiti significativi da calcolare sono: 0% e 4o0.

lim f(z) =0—0+mn(0") =0 — oo = —oc;

z—0t

lim f(z) = +00 — 00 + 00, che ¢ una forma indeterminata.
Tr——+00

Ricordando che z e Inz sono entrambe trascurabili rispetto a x2, per x — +oo, il limite risulta uguale a +oo.
La derivata di f &

f(z) =4z — 4+ %

Troviamo i punti stazionari.

422 — 4 1 1
F(x) =0 WALl 6 4’ —de4l=0 & (-17=0 & T=>.
x
Unico punto stazionario é pertanto r = % Per studiare la natura del punto stazionario studiamo il segno della derivata.

Si ha (nello studio si ricordi che possiamo dire che x > 0)

422 — 4z + 1
—_>

/@) >0 -

1
0 & 4z274x+1>0,veraperogniz7é5.

Pertanto la funzione f risulta crescente in tutto il dominio, con un punto stazionario in z = %
La derivata seconda di f é
1 422 —1
f//(IE) = 4* —2 = T

La derivata seconda si annulla in z = i%, ma il valore negativo non ¢ accettabile. Inoltre, nel dominio, la derivata

seconda é positiva per z > % e negativa per 0 <z < % Quindi la funzione f & concava nell’intervallo (0, %) e convessa
nell'intervallo (3, +00) e ha in # = J un punto di flesso orizzontale (si ricordi che il punto ¢ stazionario).
Un possibile grafico é riportato nella pagina seguente. Per un grafico pitl preciso si tenga conto che il valore della

funzione nel punto stazionario é negativo. Infatti

1 1 1

Concludiamo con la serie. Si ha

—+o0 —+o0
3 N > v
— f(n) — 2n2 —4An+1lnn’

Dato che, come gia detto nei limiti, n e Inn sono trascurabili rispetto a n?, per n — +00, il termine generale della serie
é equivalente a #, per n — —+o00o. Quindi la nostra serie ha lo stesso carattere di :1-3 #, che é una serie armonica

generalizzata con o = 2. Dato che questa converge, allora converge anche la serie data.
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ESERCIZIO 2. Data la matrice

0 1 -1 0
A=11 -1 0 O
1 0 -1 1

si stabilisca se le sue righe sono vettori linearmente dipendenti o indipendenti. Si stabilisca anche se le sue colonne
sono linearmente dipendenti o indipendenti. Si risolva infine il sistema lineare omogeneo Az = 0 (x ¢ il vettore delle
incognite e 0 ¢ il vettore nullo), scrivendo opportunamente 'insieme delle sue soluzioni.

>
Per stabilire se le righe r!, 72, 73 sono linearmente dipendenti o indipendenti abbiamo a disposizione due possibili modi:
usare la definizione oppure servirsi del concetto di rango e dei suoi svariati significati.

Il rango di A ¢é 3, in quanto la sottomatrice formata dalle ultime 3 colonne ha determinante uguale a —1. Quindi le
righe sono linearmente indipendenti.

2

Vediamo di trovare il risultato anche con la definizione. Formiamo una combinazione lineare di 7,72, 7% e poniamola

uguale al vettore nullo.
ar' +br* +er®* =0 cioé a(0,1,-1,0) +b(1,—-1,0,0) + ¢(1,0,—1,1) = (0,0,0,0).
Questo significa
(0,a,—a,0) + (b,—b,0,0) + (¢,0,—c,c) = (0,0,0,0) cioe (b+c,a—b,—a—c,c)=1(0,0,0,0).

Questa equivale al sistema

b+c¢c=0

a=b=0 che ha come unica soluzione a=b=c¢=0.
—a—c=0

c=10

Pertanto questo conferma che le righe sono linearmente indipendenti.
Le colonne sono certamente linearmente dipendenti, dato che si tratta di 4 vettori in R3.4

Passiamo al sistema lineare omogeneo Az = 0. Esso ¢é

y—2z=0 Il sistema puo essere risolto molto velocemente y—z=20 T
z—y=0 per sostituzione, esprimendo ad esempio tutto y=ux da cui y==x
T —24+t=0. in funzione di x. Il sistema equivale a 4 t=—g t=0.

Quindi le soluzioni si possono scrivere come i vettori del tipo (x, T, T, 0), con x € R.

4Ricordo che un insieme formato da pit vettori di quella che ¢ la dimensione dello spazio al quale essi appartengono ¢ sicuramente un
insieme di vettori dipendenti, dato che la dimensione é appunto il massimo numero di vettori indipendenti che si possono trovare in quello
spazio.

TeEMA DEL 10/02/2014 — II PARTE UNIVR — SEDE DI VICENZA



A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di Matematica — A.A. 2013/14 24

Possiamo esprimere lo spazio delle soluzioni come

S:{(J:,x,x,O) : J:ER}:{J;(LLLO) : xER}.

ESERCIZIO 3. Data la funzione

fap) = o (251)).

y—1
si determini e si rappresenti sul piano cartesiano il suo dominio D. Si dica in quali punti di D la funzione si annulla.
Si caleoli il gradiente di f e si provi che il punto (0,2) & stazionario.

>
La condizione di l'esistenza di funzione f & ZTJF% > 0, che equivale ai due sistemi
z+1>0 z+1<0 x> -1 Tz < -1
V =1 V
y—1>0 y—1<0 y>1 y <1
Il dominio D di f é raffigurato in grigio qui sotto a sinistra.
1 Yy
|
|
|
|
_____ e
] 1
|
]
]
1 t

I punti in cui la funzione si annulla sono quelli per cui

1 1
xln(x—jL1>0 che equivalea =0 V ln<$+1>0 cioée z=0 V
y— y—

a sua volta equivalente a
=0 V z4+1l=y—-1 ossia z=0 V y=x+2.

Si tratta dei punti del dominio che stanno su due rette, 'asse y oppure la retta di pendenza 1 che passa per il punto
(—=1,1). I punti in cui f = 0 sono rappresentati in rosso nella figura sopra a destra.

Il gradiente di f ¢
z+1 1 1 1 z+1
n(35) gy gt o 0
< y—1 oy —1 . (y—1)?

y
z+1 T T
In + , — .
y—1 z+1 y—1

Per provare che il punto (0, 2) é stazionario dobbiamo verificare che in tale punto il gradiente si annulla. Risulta infatti

Vf(z,y)

V£(0,2) = (0,0).
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ESAME DI MATEMATICA — 1 parte
Vicenza, 06/06/2014

Domanda 1. Scomporre in fattori il polinomio P(z) = 5z* +z — 6

S

Si tratta di un polinomio di quarto grado e non é possibile raccogliere x. L’unica possibilita di scomporlo é con il
teorema di Ruffini, cioé cercare una sua radice. E evidente che x = 1 & una radice del polinomio P, che quindi é
divisibile per  — 1. Troviamo il quoziente con la regola di Ruffini:

Quindi si ha P(z) = (z — 1)(523 + 522 + 5x — 6).

Domanda 2. Nell’espressione 3'/% + 32 raccogliere 3 e se possibile semplificare

S

31/;3 32;3
3= 3w

3l/z | g2 _ go ( ) _3v (31/z—z 4 32z—z) _3v (31/35—35 4 335) '

Domanda 3. Risolvere I’equazione
2
( In(z 4+ 1)) =4
>
C’¢ anzitutto la condizione di esistenza x + 1 > 0, cioé x > —1. Poi 'equazione equivale a
n(z+1)=42 & 2+l1=¢ & z=¢

che sta per x = e% — 1 oppure z = €2 — 1, entrambe accettabili.

Domanda 4. Risolvere la disequazione
et _ 920> 0

S

La disequazione equivale a

1
et >2% & 22+1>In(2) & 20>In(2e)-1 < J;>§(ln(26)—1).

La quantita a destra si puo trasformare in %(1112 +Ilne — 1) = % In2 =1Inv2. O Y
I
Domanda 5. Disegnare nel piano cartesiano 'insieme delle soluzioni della disequa- : ‘\
zione (x + 1)(y —2) > 1 R
\
L’equazione (z41)(y—2) = 1 ¢ individua un’iperbole di centro (—1, 2), asintoti paralleli ————— - —— : ———————— -
agli assi cartesiani e i cui rami stanno nei corrispondenti del primo e terzo quadrante T T =~ _ I 2
rispetto al centro. Dato poi che il centro (—1,2) non soddisfa la disequazione, questa N :
individua i punti che stanno nelle due regioni definite dall’iperbole che non contengono \\ |
il centro. I punti di frontiera sono esclusi. \ : 1 T
1
La regione ¢ in grigio qui a fianco. |
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Domanda 6. Aiutandosi con un grafico, determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo della funzione
f(x) =In(z + 1) nell’intervallo (—1,1]
>
Il grafico si puo ottenere a partire dal grafico di  +— Inx con una trasformazione elementare.
I Y
|
Y | Y 1 1 | -7
z+—lnx I z = In(z +1) : In2 ____I/
[
I I I
I e S
} -1 1 T
1 T —11 T
[
[
[
[

Dal grafico si vede che la funzione & crescente nell’intervallo (—1, 1], che non ci sono punti di minimo (la funzione ¢é
inferiormente illimitata) e che il punto di massimo & nel secondo estremo dell’intervallo, cioé é 2 = 1 (in cui la funzione
vale In 2).

1
Domanda 7. Calcolare il limite lim (—3 —In x)
rz—0t \ T

S

1 1 1
Con l'algebra dei limiti  lim (—3 — lnx) = (— —In0" = — — (—00) = +00 + 00 = +00.
x

z—0t

1
Domanda 8. Calcolare la derivata della funzione f(r) = —
rest
D
1 142
fl(x)=— S (e +xe* - 2) = — + :5
(xe?®) (ze®)
Domanda 9. Calcolare 'integrale /em V1+erdx
S
Osservando che e* ¢ la derivata di 1 + €”, si tratta di un integrale quasi immediato.
1 z\3/2 2
/ez\/lJreId:E = /ez(l + e 2z = H%) +c= §(1+ez)3/2 +ec.
2

l1+Ilnx

Domanda 10. Calcolare la derivata parziale rispetto ad z della funzione f(z,y) = To o
ny

S

Solo il numeratore ¢ funzione di x, ossia il denominatore ¢ costante rispetto ad z. Quindi

of 1
or 1+Iny

1
e
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ESAME DI MATEMATICA - II parte
Vicenza, 10/06/2014

ESERCIZIO 1. Data la funzione f(x) = z + In(z?), se ne determini il dominio e si calcolino i limiti significativi. Si
calcoli la derivata di f, si trovino i punti stazionari e si studi la natura di questi punti (cioé se sono eventualmente
punti di massimo/minimo). Con le informazioni ottenute si disegni poi un possibile grafico di f. Si dica infine se la

400 1
serie —— converge o diverge.
2 700

La condizione di esistenza per la funzione f &

>0 & x#£0.

Il dominio & quindi tutto R ad eccezione dell’origine, cioé l'insieme (—o0,0) U (0,400). Si noti che il dominio &
simmetrico rispetto all’origine ma la funzione non € né pari né dispari. Pertanto i limiti significativi da calcolare sono:
—00, 07, 0% e +oo0.

lim f(z) = 400+ 00 = +o0;

T—r+00

lim f(z) =0+In(0") =0 - co = —o0;
rz—0t

lim f(z) =0+In(0") =0— 0o = —oc;

z—0~

lim f(z) = —o00+ oo, che & una forma indeterminata.
r——00

Propongo due modi di risolvere il limite. Si puo scrivere In(z?) = 21n|z| e il valore assoluto ¢ necessario in quanto
é negativo se tende a —oo. Quindi il limite é

lim (ac + 21n|ac|) = —00,

Tr—r—00
ricordando che la funzione logaritmica all’infinito ¢ trascurabile rispetto alla potenza.®
Alternativamente, raccogliendo x,
In(z?
lim (1; + ln(xQ)) = lim =z (1 + L) .
T—r—00 T——00 x
Ora con il teorema di De I’'Hopital
In(z2 2
m 2O E o E o 2
T——00 T z——o0 | T——00 I

e quindi il limite risulta uguale a —oo.
La derivata di f &

2x 2 T+ 2

fla)=1+ 5 =1+-=

x x x
Troviamo i punti stazionari.

T+ 2

f(xz)=0 =0 & x=-2
x
Unico punto stazionario é pertanto x = —2. Per studiare la natura del punto stazionario studiamo il segno della
derivata. Si ha
’ T +2
f(x)>0 >0 & xz<-2 VvV x>0
T
lim Inje] _ 1 In(=2) =(cv—-z=y) lim ny _ 0 (per confronto standard).
T — — 00 x T —r — 00 xT y—+oo -y
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Quindi f & crescente in (—oo, —2) U (0,400) e decrescente in (—2,0). La funzione ha quindi in z = —2 un punto di
massimo, che risulta locale ma non globale.

Un possibile grafico é riportato qui sotto. Per un grafico piu preciso si tenga conto che il valore della funzione nel
punto stazionario é negativo. Infatti

f(=2) = —2+1In4 <0.

—2
]
| x
Concludiamo con la serie. Si ha
+oo +oo +oo
> 1 = X T — T
- o+ In(n2) L oInn
— f(n) “—Zn+h@®?) ‘n+2hn
Dato che, come gia ricordato nei limiti, Inn ¢é trascurabile rispetto a n, per n — +oo, il termine generale della serie
& equivalente a %, per n — +oo. Quindi la nostra serie ha lo stesso carattere di :z %, che é una serie armonica.

Dato che questa diverge, allora diverge anche la serie data.

ESERCIZIO 2. Data la matrice

1 -2 -1 1

si stabilisca se le sue righe sono vettori linearmente dipendenti o indipendenti. Si stabilisca poi se le colonne sono
linearmente dipendenti o indipendenti. Si dica se il vettore (2,0, —1) appartiene al sottospazio di R3 generato dalle
colonne di A. Si dica infine se il primo vettore fondamentale di R*, cio¢ il vettore u' = (1,0,0,0), appartiene al
sottospazio di R* generato dalle righe di A.

>
Per stabilire se le righe r!, 72, 72 sono linearmente dipendenti o indipendenti abbiamo a disposizione due possibili modi:
usare la definizione oppure servirsi del concetto di rango e dei suoi svariati significati.

Il rango di A ¢ 3, in quanto la sottomatrice formata dalle ultime 3 colonne ha determinante uguale a —1. Quindi le
righe sono linearmente indipendenti.

2

Vediamo di trovare il risultato anche con la definizione. Formiamo una combinazione lineare di 7!, 72, r3 e poniamola

uguale al vettore nullo.
art +br? +cr® =0 cioé a(0,1,1,0) +b(—1,1,0,0) + ¢(1,-2,—1,1) = (0,0,0,0).
Questo significa
(0,a,a,0) 4+ (=b,0,0,0) + (¢, —2¢, —c,¢) = (0,0,0,0) cioé (=b+c,a+b—2¢c,a—c,c)=(0,0,0,0).

Questa equivale al sistema,

—b+c=0

at+b—-2¢=0 che ha come unica soluzione a=b=c¢=0.
a—c=0

c=0
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Pertanto questo conferma che le righe sono linearmente indipendenti.

Le colonne sono certamente linearmente dipendenti, dato che il rango della matrice ¢ 3 e il rango ¢ il massimo numero
di colonne (e righe) indipendenti.

Dobbiamo dire se il vettore (2,0, —1) appartiene al sottospazio S, di R? generato dalle colonne di A. Dato che il rango
di A é 3, questa é la dimensione del sottospazio S., che quindi coincide con tutto R3. Pertanto ogni vettore di R3
appartiene a tale sottospazio, in particolare il vettore (2,0, —1).

Dobbiamo dire infine se il primo vettore fondamentale di R?, cioé¢ il vettore u! = (1,0,0,0), appartiene al sottospazio
S, di R* generato dalle righe di A. A differenza del punto precedente, qui non ¢ detto che u! appartenga a S,., dato
che anche la dimensione di S, ¢ 3 e quindi S, non ¢é tutto R*.

Possiamo seguire due strade, e le propongo entrambe.

Dire che u! appartiene ad S, significa che u' si puo scrivere come combinazione lineare delle righe di A. Scriviamo

quindi

' =ar' +r*+er® & (1,0,0,0) = a(0,1,1,0) + b(—1,1,0,0) + (1, -2, —1,1)

cioe
—b+c=1
(1,0,0,0) = (=b+c,a+b—2c,a—c,c) < Zii;%c:()
c=0.

Il sistema & impossibile. Quindi u! non appartiene al sottospazio S,.

Si poteva alternativamente usare la matrice A accostando come quarta riga il vettore u'. Si ottiene la matrice

0 1 1 0
A = _11 _12 _01 (1) il cui determinante vale 1.
1 0 0 O

1

Questo ci dice che le quattro righe di A’ sono indipendenti e quindi in particolare u' non dipende dalle righe di A,

cioé non si puo scrivere come loro combinazione lineare.

ESERCIZIO 3. Data la funzione

f(z,y) =ry+1n <$2y1>,

si determini e si rappresenti sul piano cartesiano il suo dominio. Si dica se si tratta di un insieme aperto, chiuso o né
aperto né chiuso. Si calcoli il gradiente di f. Si determini infine 'unico punto stazionario della funzione.

L)

27 . . . .
2 =1 - 0, che equivale ai due sistemi

La condizione di esistenza della funzione f &

22 —-1>0 2 —-1<0 r<-1 VvV x>1 -l<z<1
V & V
y >0 y <0 y>0 y < 0.
Il dominio di f é raffigurato in grigio qui sotto.
' Yy
|
|
|
|
|
|
——————— |
-1 1 T

1

|

|

|

|

|

|
———————— |l ———— ==

|

|

|

|

|

|

|

Si tratta di un insieme aperto, dato che i punti di frontiera non appartengono all’insieme e quindi tutti i punti sono
interni.
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Il gradiente di f &

1 2z 1 ) 1 2 1
— S . -1 (== = —Z).
Vf(z,y) <y+x21 R (" —1) ( yg)) (y+z21 , @ y)

Yy Yy

Per trovare il punto stazionario dobbiamo annullare il gradiente.

y+ 22 =0 T =
:L'fl:() < + 2z
y y JJ2—17

Consideriamo a parte la seconda equazione, che equivale a

Q@ =
\
o
—
8|~ <
+
8 8=
1%
| 8
—
|
(@)

2_1 22
TOAEAT ) & 32— o oo

1
r(z2 -1) 3 V3

Sostituendo questi valori nella prima equazione del sistema si trovano le due soluzioni (%, \/§) e (*ﬁv ,\/g) Solo

la seconda sta nel dominio, quindi I’unico punto stazionario é (7%, ,\/g)’ raffigurato in rosso nella figura qui sotto.

] y [}
|—1/\/§ | T
—_——ad—_——_—_——t ——— — -
=11 _: 11
L I
[ I
[ I
[ I
[ I
I I
I SR RV S
I I
I I
I I
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ESAME DI MATEMATICA — I parte
Vicenza, 01/09/2014

Domanda 1. Scomporre in fattori non ulteriormente scomponibili il polinomio P(z) = 2* — 16

>
Si tratta della differenza di due quadrati.

Pz) = (2® —4)(2* +4) = (z — 2)(z + 2)(2® +4).

Domanda 2. Nell’espressione 92’ _ 932 raccogliere 27 e se possibile semplificare

L)

2
2% 23z o2 o (o :
2z2 o 23;3 — 9 (2_1 . 2_z> — 97 (212—1 - 231—1) — 97 (21(1—1) - 221) )

Domanda 3. Risolvere ’equazione
log, (3—1:) +2=0

L)

L’equazione equivale al sistema

3—x>0 o <3 o <3 T <3
10g2(3—x):—2 1og2(3—x):10g2272 3—x =272 1:23—%
. . 3} . N 11
Quindi la soluzione ¢ x = .
Domanda 4. Risolvere la disequazione
2T —e<0
>
C’¢ la condizione di esistenza x # 0. Poi la disequazione equivale a
2 2 2—zx
r<e & <1 & Z-1<0 & <0.
x x x
Questa equivale ai due sistemi
2—2>0 2—-2<0 T <2 x> 2
V =1 V
z <0 x>0 z <0 x> 0.
Quindi le soluzioni sono per z < 0 oppure z > 2, cioé I'insieme (—o00,0) U (2, +00). y
Domanda 5. Disegnare nel piano cartesiano l'insieme delle soluzioni della disequazione _ -
2 —z—1>0 -
> /s~
/
La disequazione equivale a 1 ‘\
2
<y - 15 \\\ -1
che individua la regione di piano che sta alla sinistra della parabola con asse coincidente S~

con ’asse = che interseca 'asse y per y = +1. La regione é rappresentata qui a fianco in
grigio. I punti di frontiera, cioé i punti che stanno sulla parabola, non sono compresi.

SFaccio osservare che la prima scomposizione non sarebbe sufficiente, dato che il primo fattore & ulteriormente scomponibile.
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Domanda 6. Usando le trasformazioni elementari disegnare il grafico della funzione f(x) = —In(—2x)
>
Il grafico si puo ottenere a partire dal grafico di  +— Inx con le trasformazioni elementari indicate qui sotto.
Y Yy Yy
i ne z — In(—2x)
-1
1 T -1 T x
x — In(—2x)

Domanda 7. Calcolare il limite lim <x2 + el/z)

x—0~

L)

Con Palgebra dei limiti  lim (o2 +¢/7) = (07)2 +¢1/% = 0% + ™ =0F + 0" =0,

rz—0~

Domanda 8. Calcolare la derivata della funzione f(x) = 22 In(z + %)

L)

1

x4+ e*

f'(x) =2z In(x + €®) + 22 - (1+€").

Domanda 9. Calcolare 'integrale

/\/1+lnxd
—dzx
x

S

Osservando che % é la derivata di 1 4+ Inz, si tratta di un integrale quasi immediato.

/\/1+lnx
T

1 1+Inz)%/? 2
dz:/—(1+lnx)1/2dx:(Jr+x)+c:§(1+lnx)3/2+c.
x

2

Domanda 10. Calcolare la derivata parziale rispetto ad x della funzione f(x,y) = xe¥/®
CSY

Dobbiamno usare la derivata del prodotto in quanto entrambe sono funzione di z. Quindi

g = e¥/" 4 ge¥/® (7%) = e¥/® (1fg).

ox x
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ESAME DI MATEMATICA - II parte
Vicenza, 03/09/2014

ESERCIZIO 1. Data la funzione f(z) = x — e/*, se ne determini il dominio e si calcolino i limiti significativi. Si
calcoli la derivata di f e si studi il segno di questa. Con le informazioni ottenute si disegni un possibile grafico di f.
Qual ¢ la pendenza della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa o = 17

2
Si calcoli infine l'integrale / &236 dz.
1 x
D

La condizione di esistenza per la funzione f & x # 0. Il dominio & quindi tutto R ad eccezione dell’origine, cioé 'insieme
(—00,0) U (0,400). Si noti che il dominio & simmetrico rispetto all’origine ma la funzione non & né pari né dispari.
Pertanto i limiti significativi da calcolare sono: —oo, 07, 0 e +oo0.

lim f(z) =400 — e/ = 400 — e’ = 400 — 1 = +o0;

r— 400
lim f(z) = —co—e/"%) = —00 — e’ = —00 — 1 = —o0;
Tr—r — 00
lim f(z)=0—e/%" =0— et =0— 00 = —o0;
z—01
lim f(z)=0—eY" =0—e">®=0-0=0.
x—0—
Riguardo all’ultimo limite, quello per x — 07, si puo osservare che la forma ¢& in realtd 0~ — 0% e quindi possiamo

affermate che si tratta di uno 07, cio¢ la funzione tende a 0 da valori negativi.
La derivata di f &

Il segno della derivata ¢ immediato. L’espressione porta ad assumere certamente valori positivi. Quindi la funzione f
¢ crescente, cio¢ ¢ crescente in (—o0,0) e crescente in (0, +00).

Un possibile grafico é riportato qui sotto. Si pud anche osservare che per x = 1 il valore della funzione ¢ f(1) = 1 —e,
che @& negativo, mentre per z = 2 il valore della funzione & f(2) =2 — /e, che & positivo.

Y

Concludiamo con l'integrale. Si ha

2 _ 2, Ao _ 2 1
/ 7f(1:)2 T e = / rTe 7% 5 T e = / (—2) et/ dx.
1 L 1 x 1 L

Si tratta di un’integrazione quasi immediata, dato che la quantita tra parentesi ¢ la derivata di %, cioé dell’esponente
della funzione esponenziale che segue. Quindi si ha

2
/ S el/””dx:el/””2
1 ZEQ 1
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ESERCIZIO 2. Data la matrice

1 -1 0
0 1 0
1 0 1

0
A=|1
1

si stabilisca se le sue righe sono vettori linearmente dipendenti o indipendenti. Si stabilisca poi se le colonne sono
linearmente dipendenti o indipendenti. Si dica se il vettore (1,1,1) appartiene al sottospazio di R? generato dalle
colonne di A e se il vettore (0,0,0,1) appartiene al sottospazio di R* generato dalle righe di A.

>
Per stabilire se le righe r!, 72, 72 sono linearmente dipendenti o indipendenti abbiamo a disposizione due possibili modi:
usare la definizione oppure servirsi del concetto di rango e dei suoi svariati significati.

Il rango di A ¢ 3, in quanto la sottomatrice formata dalle ultime 3 colonne ha determinante uguale a 1. Quindi le
righe sono linearmente indipendenti.

Vediamo di trovare il risultato anche con la definizione. Formiamo una combinazione lineare di 7!, 72, r3 e poniamola
uguale al vettore nullo.

art +br? +cer® =0 cioé a(0,1,—1,0) +b(1,0,1,0) +¢(1,1,0,1) = (0,0,0,0).
Questo significa
(0,a,—a,0)+ (b,0,b,0) + (¢,c,0,c) = (0,0,0,0) cioe (b+c,a+c,—a+b,c)=(0,0,0,0).

Questa equivale al sistema

b+c¢=0

at+c=0 che ha come unica soluzione a=5b=c¢=0.
—a+b=0

c=0

Pertanto questo conferma che le righe sono linearmente indipendenti.

Le colonne sono certamente linearmente dipendenti, dato che il rango della matrice € 3 e il rango € il massimo numero
di colonne (e righe) indipendenti.

Dobbiamo dire se il vettore (1,1, 1) appartiene al sottospazio S. di R? generato dalle colonne di A. Dato che il rango
di A ¢ 3, questa & la dimensione del sottospazio S., che quindi coincide con tutto R3. Pertanto ogni vettore di R3
appartiene a tale sottospazio, in particolare il vettore (1,1,1).

Dobbiamo dire infine se il vettore u* = (0,0,0,1) (lo indico con u* poiché & il quarto vettore fondamentale dello spazio

R*) appartiene al sottospazio S, di R* generato dalle righe di A. A differenza del punto precedente, qui non é detto
che u* appartenga a S,., dato che anche la dimensione di S, ¢ 3 e quindi S, non ¢é tutto R*.

Possiamo seguire due strade, e le propongo entrambe.

Dire che u* appartiene ad S, significa che u* si puo scrivere come combinazione lineare delle righe di A. Scriviamo
quindi
ut =ar' +0r* +er® & (0,0,0,1) = a(0,1,—1,0) + b(1,0,1,0) + ¢(1,1,0,1)

cioe
b+c=0
a+c=0
0,0,0,1) = (b — b &
(7 s Uy ) (+C,G+C, a+ 7C) —a+b=0
c=1
11 sistema ha soluzione, precisamente con @ = —1,b = —1,¢ = 1. Quindi u* appartiene al sottospazio S,.

Si poteva alternativamente usare la matrice A accostando come quarta riga il vettore u?. Si ottiene la matrice
-1
A =

il cui determinante vale 0.7

O = = O
O = O =
-0 O

1
0
0
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Questo ci dice che le quattro righe di A’ sono dipendenti e necessariamente questo é dovuto alla dipendenza di u?
dagli altri vettori, dato che questi ultimi sono indipendenti.

ESERCIZIO 3. Data la funzione

fzy) = z—ly ~In (4_;52_(3/_2)2)7

si determini e si rappresenti sul piano cartesiano il suo dominio. Si dica se si tratta di un insieme convesso. Si calcoli
il gradiente di f e si dica se il punto (1,2) & stazionario.

>
Le condizioni di esistenza della funzione f sono date dal sistema
4—22—(y—2)2>0 Y

2?2+ (y —2)? < 4.

Si tratta dei punti interni al cerchio di centro il punto (0,2) e raggio 2 che non stanno sull’asse y. Il dominio di f &
raffigurato in grigio qui sotto.

) A
I I
I 4 I'4
I ey I ey
i | So < | N
’ | N yz | N
/ | N\ / | N\
/ | \ / | \
/ \ / \
| | \ I | \
| ©2 | | 2 |
\ | ! \ | !
\ | / \ | /
\ | / \ | /
\ ] / \ | 7/
AN 7 AN e
N | 7 N | 7
————————— == e I i
xr X

Non é un insieme convesso. Ricordo che un insieme del piano si dice convesso se presi in modo arbitrario due suoi
punti succede sempre che il segmento che congiunge i due punti € tutto contenuto nell’insieme. La figura a destra fa
vedere che il nostro insieme non é convesso.

Le due derivate parziali di f sono

o _1(1y_ 11w
or y x? 4—22—(y—2)2 = 2%y 4—2?—(y—2)2

of 1/ 1\ _ 1 L 22
8_1/_96( y2) 4*$2*(y*2)2( Ay -2) = o A— (-2

Il gradiente di f & ovviamente V f(z,y) = (%ﬁ Qﬁ)-

z? Jy

Il punto (1, 2) non ¢ stazionario dato che ad esempio la derivata parziale rispetto ad = non si annulla nel punto. Infatti

0f g gy L 2_
_(152)*7 3*

1
Oz 6

[\

7Conviene sviluppare il calcolo rispetto alla quarta riga.
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