A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di Matematica — A.A. 2025/26 1

PROVA INTERMEDIA DI MATEMATICA
Vicenza, 07/11/2025
Turni 1 e 2

Esercizio 1. Si dica se = + 1 & un divisore di z°® + 23 + 2

LS

11 modo piti semplice di rispondere & con il teorema di Ruffini: 2+ 1 ¢ un divisore di 2° + 2342 se e solo se quest’ultimo
si annulla per x = —1. Si ha (—=1)% 4+ (=1)3+2 = —1 -1+ 2 = 0 e quindi la risposta ¢ affermativa.

Alternativamente si puo fare la divisione, nella forma generale o (meglio) nella forma di Ruffini.

1 0 1 0 02
-1 11 -2 2| -2
\142*22\0

Il resto é zero, quindi x + 1 divide il polinomio di 5° grado.

X

sercizio 2. iscriver ressione — + — T iendo xe mpli r
E 2. Riscrivere 'espressione + — racco liendo ze® e semplificare
T e

e’ L F (e 1 L2 1 (1 L 1
—t — =z - — + = =z | =+ — ).
r e T xe*r  e%r ge® 2 el

Esercizio 3. Risolvere 'equazione In(x+1)4+2=0

ESY
Con la condizione di esistenza = > —1 ’equazione equivale a
In(z+1)=-2 ; z+l=e2 ; z=—-1+e2 (accettabile).
. . . . . 3
Esercizio 4. Risolvere la disequazione = — — < 2
x
ES)
+ } _ _ }
Con la condizione di esistenza x # 0 la disequazione equivale a N ‘1 é
- +
D i
3 2?2 -2z -3 (x4 1)(x —3)
r———-2<0 ; —/0—<0 ; —m—=<0 — 0 _
x x x N/D i + | |
—1 0 3
Pertanto le soluzioni sono x < —1 oppure 0 < x < 3, cioé I'insieme (—oo, —1) U (0, 3).
Esercizio 5. Disegnare nel piano l'insieme delle soluzioni della disequazione z(y + 1) < 0
ES)
La disequazione equivale a
x>0 y <0 Ty
y<-—1 y>—1. |
T » T
L’insieme delle soluzioni ¢ la regione raffigurata qui a fianco in grigio. : 1

Esercizio 6. Operando con le trasformazioni elementari, si disegni il grafico
della funzione f(z) =1 —In|z|

[
|
|
[
S |
Una sequenza corretta di trasformazioni € la seguente: :

Inz — lnjzgl - —Injz] — 1-In|z|
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Le trasformazioni sono riportate qui sotto.

y Yy
-1 \\1 S
7 b —1\ /1 x |
-1 | 1
z—1—In|z|

x +— In|z| x> —In|z|

g

Y

rz—Inz
1

Esercizio 7. Si trovi I'immagine dell’intervallo (—2, —1) attraverso la funzione f(z) = ——
>
utile un grafico. Il grafico di f si ottiene dal grafico di % con un

Anche se non esplicitamente richiesto ¢ molto

rovesciamento rispetto all’asse orizzontale.
Y

Ya £Y
z— L T -2
1N /-1
-1 1 N 1 1 g
1 1 T —1 1 - 1
1 —1F-7 1/2
@
Come costruito nella figura qui sopra, 'immagine risulta essere I'intervallo (%, 1).
1
Esercizio 8. Si calcoliil lim _
a—0+ In(l — )
>
Inx In0t —00 —00
Con l'algebra dei limiti i = = = = .
on Talgebra detmitt - M 40— ) " Wm(1—07) Wm(1)  o0-
. . . . 1
Esercizio 9. Si calcoli la derivata della funzione f(z) =1/x + —
x
SN

[ = 2\/;? (1—;)

fl@)=2zlnz
Q>

Esercizio 10. Si trovino i punti stazionari della funzione
C’¢ la condizione di esistenza = > 0. La derivata della funzione ¢ f'(z) =Inz + = - % =Inx + 1. I punti stazionari si

cercano annullando la derivata e quindi risolvendo I’equazione
Inz+1=0 ; lnx=-1 ; xz=— (accettabile).
e
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A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di Matematica — A.A. 2025/26 3

PROVA INTERMEDIA DI MATEMATICA
Vicenza, 07/11/2025
Turni 3 e 4

5 _ 2% 4+ 2 ha tra i suoi divisori il polinomio x + 1

LS

11 modo piti semplice di rispondere & con il teorema di Ruffini: 2+ 1 ¢ un divisore di 2° —z% 42 se e solo se quest’ultimo
si annulla per x = —1. Si ha (—=1)% — (=1)*4+2 = -1 — 1+ 2 = 0 e quindi la risposta ¢ affermativa.

Esercizio 1. Si dica se il polinomio x

Alternativamente si puo fare la divisione, nella forma generale o (meglio) nella forma di Ruffini.

1 =10 0 0] 2
1 2 -2 2| -2
\1—22—22\0

-1

Il resto é zero, quindi x + 1 divide il polinomio di 5° grado.

Esercizio 2. Riscrivere l'espressione /x + /x raccogliendo /2 e semplificare

LS

ST+ VT =T (fg f/ff) =V (x1/3—1/2 - ,731/4_1/2> =V (a:—l/ﬁ + x_1/4) =z (\;5 + \4}5) :

Esercizio 3. Risolvere 'equazione 2 —e*t! =0

LS

L’equazione equivale a
=2, z4+1=mIn2 ; z=mIh2-1

)

2
Esercizio 4. Risolvere la disequazione x4+ 1 < —
T

ES)
+ } — — }
Con la condizione di esistenza = # 0 la disequazione equivale a N _‘2 i
- - +
D i
2 2?2+ —2 z—1)(z+2
pil-Zco , TETZ2 o DRy 0
x x x N/D i i %
-2 0 1
Pertanto le soluzioni sono < —2 oppure 0 < z < 1, cioé 'insieme (—o0, —2) U (0,1).
Esercizio 5. Disegnare nel piano l'insieme delle soluzioni della disequazione (x 4+ 1)y < 0
ESY
La disequazione equivale a
x> -1 r<—1 : i
V
y <0 y > 0. I
|
|
L’insieme delle soluzioni ¢ la regione raffigurata qui a fianco in grigio. | R
————————— ——3 T
-1

[

Esercizio 6. Operando con le trasformazioni elementari, si disegni il grafico I
: 1 _ |

della funzione f(z) =1 — /|z] :
OSN |

[

Una sequenza corretta di trasformazioni é la seguente:

v = Vil o =Vl = 1=l
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Le trasformazioni sono riportate qui sotto.

Y Y
L-—a
| T
1 ~1 T
T \/T x = /|| x> 1— /|2
Esercizio 7. Si trovi 'immagine dell’intervallo (1, e) attraverso la funzione f(z) = —Inx

RS

Anche se non esplicitamente richiesto ¢ molto utile un grafico. Il grafico di f si ottiene dal grafico di Inz con un

rovesciamento rispetto all’asse orizzontale.
Y

Y

g

& oS
z+— Inx r— —Inz T

Come costruito nella figura qui sopra, 'immagine risulta essere U'intervallo (—1,1).

Esercizio 8. Si calcoliil lim M
z—1+t 1 —=x
ESY
o . In(z—1) In(1*-=1) In(0T) -oco
I’al 1 1 = = - — _
Con lalgebra dei limiti zl>Hll+ 1 — 2 11+ 0= 0= +o00
. . . . 1
Esercizio 9. Si calcoli la derivata della funzione f(z) =1n < + x>
x
ESY
1 1
f(x) = we®

Esercizio 10. Si trovino i punti stazionari della funzione
£S5

e*(1 + x). I punti stazionari si cercano annullando la derivata e

La derivata della funzione & f/'(z) = e* + x - €*
quindi risolvendo I’equazione
e“(l+z)=0 ; z=-1.

UNIVR — SEDE DI VICENZA
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PROVA INTERMEDIA DI MATEMATICA

Vicenza, 07/11/2025
Turno 5

1
Esercizio 1. Si completi il quadrato nel polinomio x2 — 5% +1

LS

2
2 16 16

Esercizio 2. Riscrivere I'espressione xe® + 1/z €% raccogliendo /T e*

RSN

26 + VE & = Jze" ( et | ﬁe%) _ JEe" (V4.

Vxer  \Jxe®

Esercizio 3. Risolvere 'equazione 3 —2vx+1=0
S

Con la condizione di esistenza x > —1 'equazione equivale a

3 9
We+l=3 ; Va+l=3 ; a+l=7 ; a=

. . . 3
Esercizio 4. Risolvere la disequazione =+ — <4
x

RS

Con la condizione di esistenza = # 0 la disequazione equivale a

22 —dx +3 <0 - (x —1)(x —3) <0

3
r+—-——-4<0 ;
T T T

Pertanto le soluzioni sono x < 0 oppure 1 < x < 3, cioé I'insieme (—o0,0) U (1, 3).

Esercizio 5. Disegnare nel piano Iinsieme delle soluzioni della disequazione 2 — 32 > 0

LS

La disequazione equivale a (z — y)(z 4+ y) > 0, e cioé a
x—y>0 vV r—y <0 ) y<zx y y>x
x+y>0 r+y<0 y>—x y> —x.
L’insieme delle soluzioni ¢ la regione raffigurata qui a fianco in grigio.

Esercizio 6. Operando con le trasformazioni elementari, si disegni il grafico
della funzione f(z) =1 — el

LS

Una sequenza corretta di trasformazioni é la seguente:

LU L i

1 1 1 1 1
T —2x+1:x2—x+—+1=<$—

W | ot

(accettabile).

— +
1 1
T T
1 3
+
t
0
+ — +
1 1 1
T T T
0 1 3
£Y P
| V
| ’
\ | 4
N ’
N
’
N |
> T
71
N
7 N
’
Z I N
N
I N
| AN
|
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Le trasformazioni sono riportate qui sotto.

Y Yy yT Yy
S|
—1
1 1
| b | I
x

e x — el?l z — —el?l 1 — el

v

Esercizio 7. Si trovi I'immagine dell’intervallo (,3) attraverso la funzione f(z) = —/z

LS

Anche se non esplicitamente richiesto ¢ molto utile un grafico. Il grafico di f si ottiene dal grafico di y/z con un
rovesciamento rispetto all’asse orizzontale.

1
1 4 3 N
Lp-— ; . N | T
| | 2 |
i s —1}--> !
_\/§> —————————————
T xr T = —\/T

Come costruito nella figura qui sopra, I'immagine risulta essere I'intervallo (—+/3, f%)

Esercizio 8. Sicalcoliil lim M
z—1- Inz—1

SN
, e . Inl—2z) In(1-17) 0t —oco
Con lalgebra dei limiti 115{17 ool - Wml-—1 —“0-—1- 1 = +00.

Esercizio 9. Si calcoli la derivata della funzione f(z) = xe'/*

LS

f/(x):el/z_’_mel/x_( 1)

2

Esercizio 10. Si dica se la funzione f(x) = z + Inz ha punti stazionari.

LS

C’¢ la condizione di esistenza x > 0. La derivata della funzione ¢ f’(x) = 1+ L. I punti stazionari si cercano annullando
la derivata e quindi risolvendo I'equazione

1
1+4—=0 ; —=-1 ; x=-1 (che perd non & accettabile).
T x

Pertanto non ci sono punti stazionari.
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PROVA CONCLUSIVA DI MATEMATICA
Vicenza, 12/01/2026

Inx
Esercizio 1. Calcolare l'integrale / —dx
x

Q>
Inx 1 In? x
(integrale quasi immediato) / —dx = / Inz-—de= +ec.
x x
€
Esercizio 2. Calcolare l'integrale / zlnxdx
1
>
L’integrale indefinito si puod calcolare per parti.
2 22

z? z? 1 x? 1 T
/xlnxdx—lnx-?—/7-;dx—glnx—§/xdm—71nx—z+c.

e 2 2 € 2 2 1 1 21
ﬁxlnxdmz(élnx—i :(Zlne—i)—<21n1—4>:ez_ .

Dati v! = (1,—-1,-1) e v? = (—1,2,1), calcolare il vettore 2v! — 3v?

LS

Quindi

Esercizio 3.
2(1, —1, —1) — 3(—1, 2, 1) = (2, -2, —2) — (—3,6,3) = (5, -8, —5).

Esercizio 4. Calcolare il prodotto tra matrici (—11 ;) . (—11 _12 _21)
RS

('hx1)11.1_2_1—0_11
righe X colonne 1 9 11 9 |=\3 4 5/

0 1 —2
Calcolare il complemento algebrico di posto (2,1) nella matrice (1 0 0 )
0o -1 1

A5

Esercizio 5.

CAyp=(—1)"*?.det (_11 _12> =—(1-2)=1

Esercizio 6.
1 -1 1

LS

-1 1 -2
Calcolare il determinante della matrice ( 1 0 )

(rispetto alla 2% riga) det = —1 - det (_11 12> 11 det (11 _11> _

UNIVR — SEDE DI VICENZA
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Esercizio 7. Disegnare il dominio della funzione f(z,y) = In(z + y?)
>

La condizione di esistenza & x + y2 > 0, cioé x > —y?. Il dominio & in grigio qui sotto.

v

Esercizio 8. Disegnare la curva di livello 0 della funzione f(x,y) = In(y e”)
RS

Si tratta della curva del piano definita dall’equazione
flz,y) =0, cioe In(ye”) =0, cioé ye® =1, cloé¢ y = e 7.

La curva, che si ottiene con un’immediata trasformazione grafica elementare, é rappresentata qui sotto.

Y,

1\
&

1
Esercizio 9. Classificare in base al segno la forma quadratica Q(x,y) = Zzz — a2y +y?

LS

La matrice simmetrica che rappresenta la forma quadratica é

(1)

11 determinate di A ¢ zero. I minori principali di ordine 1 (a;; = 1/4 € asa = 1) sono entrambi positivi e quindi la
forma ¢ semidefinita positiva.

Esercizio 10. Calcolare la derivata parziale seconda f., della funzione f(z,y) = (y +In m)2
RSt

La derivata parziale prima rispetto ad = ¢
, 1 2
fw:2(y—|—ln33)~ O—i—; :;(y—l—lnx).

La derivata parziale seconda rispetto ad x due volte & quindi

2 2 1 2 2 2
= (y—i—lna:)—i—;-;: (y+lnx)+ﬁ:ﬁ(1—y—lna:).

2 2
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ESAME DI MATEMATICA — 1 parte
Vicenza, 12/01/2026

Variante 1

Esercizio 1. Si verifichi che 22 + 1 & un divisore di 2* — 422 — 5 e si trovi il quoziente

LS

Non si puo usare il teorema di Ruffini data la forma del polinomio divisore. Si puo procedere con la divisione ordinaria
di polinomi oppure cercare di scomporre in fattori il polinomio di 4° grado, sperando di trovare tra i fattori il polinomio
di 2° grado. Seguo quest’ultima strada, dato che la scomposizione non é complicata.

Con il cambio di variabile 22 = ¢ si ha

at —4a? —5 =12 4t —5=(t+1)(t - 5) = (2 + 1)(2* - 5).

Come si vede tra i fattori c’é anche quello voluto.

In(e?)
In(/e)

Esercizio 2. Semplificare I’espressione

ESY
Basta ricordare che In(e®) = z, qualunque si a x:
In(e?) B 3 3 9
In(Ye)  In(el/3) & 7
. . x e
Esercizio 3. Risolvere 'equazione — + — =2
e
ESY
Con la condizione x # 0, I’equazione si puod scrivere
2, .2 2
T e T e — 2ex T —e
- +-—-2=0 ; ;:0 ; !:O ;  x = e (unica soluzione).
e ex ex
s . . . 1
Esercizio 4. Risolvere la disequazione 6z <5 — —
x
ES)

Con la condizione x # 0, la disequazione si puo scrivere

62% — 5z + 1
b —or+ 1

1
6r—54+—-<0 ;
x x

La disequazione ¢ verificata quindi nelle soluzioni dei due sistemi

{ {

Dato che il polinomio a numeratore si annulla in 2/3 e in 1, i due sistemi diventano

{ {

Con l'aiuto di uno schema grafico (ogni riga riporta le soluzioni della corrispendente disequazione) si ottiene

622 —H5x+1<0
x> 0.

622 —5x+1>0
<0

x<2/3Vr>1
<0

2/3<z<1
x < 0.

S 271_% "7 (nam) = = = - = - 2/3 1
(den) ——o- == - - - ——-- (den) -~ -0
(soluzioni) —0--------- (soluzioni) — — — — = — % o~

Wl

e quindi le soluzioni sono S = (—o0,0) U (

oppure

TEMA DEL 12/01/2026 — I PARTE
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sv

2
x
Esercizio 5. Disegnare nel piano l'insieme delle soluzioni della disequazione -5~ ¥ +1<0
S
Un’equazione del tipo
2 2
x
= - % =1 u Y p
a b NS < .
definisce un’iperbole con asintoti obliqui, centro in (0, 0), con rami al di sopra AN \\ <~ 2_-7
e al di sotto del centro. Ricordo anche che le pendenze degli asintoti sono S T 7
date dalla formula m = :I:g. SO -
e
La nostra disequazione pud essere riscritta come "’”—22 —y% < —1 e pertanto la AN
frontiera della regione € I'iperbole descritta in precedenza, con pendenze degli e AN
asintoti m = :I:% (pendenze leggermente minori di quelle delle bisettrici). PGP S
Ve - ~
Dato che 0 < —1 ¢ falsa, la disequazione ¢é verificata al di sopra e al di sotto P V27~
. . . . < N
dei rami dell’iperbole. La frontiera é esclusa. % ~
1
Esercizio 6. Con le trasformazioni grafiche elementari disegnare il grafico di f(x) = =1
7l —
>
Attenzione a individuare correttamente la sequenza delle trasformazioni.!
Ya AY oaY
\ \ \
\ \ \
1-- | | |
—1 : - | = | | N
T 7 | /Qf 1| | /$
| o 711 T \ | 1 1 L1 | 1
-1 \ \ \
\ \ \
\ \ \
1 x> T =
xT
Esercizio 7. Calcolare il limite lim ———
z—(—1)*t x4 —1
ES)

Un punto cruciale per non sbagliare ¢ capire che (—1)% elevato al quadrato ¢ un 17. Segnalo che questo esercizio ¢
uno di quelli presenti nelle esercitazioni svolte a lezione. Si tratta precisamente dell’esercizio n. 21 dell’esercitazione

sui limiti. Nello svolgimento dell’esercizio si trova la spiegazione.

. e’ e ! 1/e
lim = =1 -
s—(-D+ 22 -1 1-—1

Con l'algebra dei limiti

Attenzione anche a non cadere nel banale errore di pensare che e~! sia negativo!

2
. . x
Esercizio 8. Calcolare la derivata della funzione f(z) = o
— e
ES)
by 2@ (1—e®) —a? - (—e”)
f (.’L‘) - (1 . 693)2
1Faccio notare che la sequenza che pud sembrare naturale, cioé
11
z |zl |zl-1

porta a sbagliare, in quanto la seconda trasformazione non la sappiamo fare.

Spiego il motivo: la seconda trasformazione consiste nel

togliere 1, ma noi, data una f(z), sappiamo ottenere f(z) — 1 oppure f(z — 1), e nessuna di queste porta alla funzione voluta. Nel nostro

caso f(x) e si ha

= L
[z

-1 e

fl@)=1=—

||

fa—1) =

1
|z — 1]

TeEMA DEL 12/01/2026 — I PARTE
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1

Esercizio 9. Calcolare 'integrale / xe®dx
-1

ES)

Risolviamo intanto l'integrale indefinito (I’insieme delle primitive di x e®). Per parti.
/xemdx:xem—/(zx -ldx = ze® — e +c.

Quindi
! 2
/ erdx:(xe”’—eﬂl_l =(e—e)— (et —e ) =2,

1 €

Esercizio 10. Calcolare il gradiente della funzione f(z,y) = (z + ln(:z:y))2
K5

Le derivate parziali sono

fi=2(z +In(zy)) - (1 + xiy y> = 2(z +1In(ay)) - (1 " 1>

T

fz// = 2($—|—1n(xy)) . (0 + 1 x) — Q(x—l—ln(xy)) . é

Ty

Quindi il gradiente & V(z,y) = (f1, f,)-

TEMA DEL 12/01/2026 — I PARTE UNIVR — SEDE DI VICENZA
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ESAME DI MATEMATICA — 1 parte
Vicenza, 12/01/2026

Variante 2

Esercizio 1. Si verifichi che 22 — 1 & un divisore di 2* + 322 — 4 e si trovi il quoziente

LS

Non si puo usare il teorema di Ruffini data la forma del polinomio divisore. Si pud procedere con la divisione ordinaria
di polinomi oppure cercare di scomporre in fattori il polinomio di 4° grado, sperando di trovare tra i fattori il polinomio
di 2° grado. Seguo quest’ultima strada, dato che la scomposizione non é complicata.

Con il cambio di variabile z2 = ¢ si ha
2t 4327 — 4 =124 3t —4=(t—1)(t+4) = (2% - 1)(2* +4).

Come si vede tra i fattori ¢’é anche quello voluto. Il quoziente ¢ quindi 2% + 4.

In(/e)

Esercizio 2. Semplificare 1’espressione

In(e?)
ES)
Basta ricordare che In(e”) = z, qualunque si a x:
n(¢e) _ (e 1 1
Ine) 4 4 16

Esercizio 3. Risolvere I'equazione e2* 4 e® =2

LS

Con il cambio di variabile e* = ¢ I’equazione si pud scrivere
t24t—2=0 ; (t+2)(t—-1)=0 ; t=—2oppuret=1

Pertanto, tornando alla variabile z, come possibili soluzioni abbiamo e¢* = —2 oppure ¢* = 1. La prima non ha
soluzioni, dalla seconda si trova x = 0.
.. . . . 1
Esercizio 4. Risolvere la disequazione 6z + 1 < —
T
ES)
Con la condizione x # 0, la disequazione si puo scrivere

622+ —1
7LE <

1
br+1——<0 ; 0.
x

La disequazione ¢é verificata quindi nelle soluzioni dei due sistemi

622+ —-1>0 y 622 +2—-1<0
r <0 x > 0.

Dato che il polinomio a numeratore si annulla in —1/2 e in 1/3, i due sistemi diventano

r<-1/2 Vv £>1/3 v -1/2<x<1/3
z <0 x < 0.

Con l'aiuto di uno schema grafico (ogni riga riporta le soluzioni della corrispendente disequazione) si ottiene

(num) —o - — — — — (num) - — - - -
—1/2 1/3 —1/2 173
____________
(den) — (den)  O—
(soluzioni) —o0 — — = — = = — — - (soluzioni) — — — — = — -
—1/2 oppure 0 1/3
e quindi le soluzioni sono S = (—oo, —1) U (0, 3)
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2
Esercizio 5. Disegnare nel piano I'insieme delle soluzioni della disequazione 2% — % -1<0
S
Un’equazione del tipo
2 2
£ — yf — 1 \\ Y //
a? b O // y
definisce un’iperbole con asintoti obliqui, centro in (0,0), con rami a sinistra \\ \ / //
e a destra del centro. Ricordo anche che le pendenze degli asintoti sono date \ \\ ,/ /
dalla formula m = :I:g. LN A |
, I /!l &
La nostra disequazione pud essere riscritta come z2 — % < 1 e pertanto -1, \\ \
la frontiera della regione é I'iperbole descritta in precedenza, con pendenze /’ / \ ‘\
degli asintoti m = ++/3 (pendenze leggermente maggiori di quelle delle bi- / // \\ \
settrici). Dato che 0 < 1 ¢ vera, la disequazione ¢ verificata all’interno dei // / \\\
rami dell’iperbole, quella cioé che contiene il centro. La frontiera é esclusa. / // AR

Esercizio 6. Con le trasformazioni grafiche elementari disegnare il grafico di f(z) = (|z| — 1)2
RS

Attenzione a individuare correttamente la sequenza delle trasformazioni.

VANV

x— (x—1)2 r (o] —1)2

2

T

In(1 —
Esercizio 7. Calcolare il limite lim u
z=(-1)- 1 — 22

>
Un punto cruciale per non sbagliare & capire che (—1)~ elevato al quadrato ¢ un 17.

Segnalo che in uno degli esercizi delle esercitazioni svolte a lezione & presentato proprio questo aspetto. Si tratta
precisamente dell’esercizio n. 21 dell’esercitazione sui limiti. Nello svolgimento dell’esercizio si trova la spiegazione.
In(l-z) In(l-(-1)) In2

Con l'algebra dei limiti x—}(iinnf 2 - I o

Per arrivare al risultato ¢ importante considerare che In 2 é una quantita positiva.

1
Esercizio 8. Calcolare la derivata della funzione f(x) = %
x

LS

l2?+1)—Inz-22
(2 4 1)2

f'z) =

2Faccio notare che la sequenza
@ = |z* = (|z| - 1)
porta a sbagliare, in quanto la seconda trasformazione non la sappiamo fare. Spiego il motivo: la seconda trasformazione consiste nel
togliere 1, ma noi, data una f(z), sappiamo ottenere f(z) — 1 oppure f(z — 1), e nessuna di queste porta alla funzione voluta. Nel nostro
caso f(z) = |x|? e si ha
f@)-1=lzP-1 e fla—1)=lz—1]%
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1

Esercizio 9. Calcolare 'integrale / xe®dx
-1

ES)

Risolviamo intanto l'integrale indefinito (I’insieme delle primitive di x e®). Per parti.
/xemdx:xem—/(zx -ldx = ze® — e +c.

Quindi
! 1 2
/ ze®dx = (xe””—e””‘_ :(e—e)—(—e_l—e_l)zf_

1 (&

Esercizio 10. Calcolare il gradiente della funzione f(z,y) = (y + emy)2
K5

Le derivate parziali sono
Fo=2(y+e™) - (04 e - y) = 2ye™ (y + )

fo=2(y+ ™) (14 e ) = 2y + ) (1 + we™).

Quindi il gradiente ¢ V(z,y) = (f5, fé)
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ESAME DI MATEMATICA — II parte
Vicenza, 12/01/2026

Variante 1

ESERCIZIO 1. Data la funzione

(r+1)2-1 2<0
1—e™" z >0,

o) = {

se ne disegni un grafico utilizzando le trasformazioni elementari. Si dica se f € continua e derivabile in tutto R
e si indichino gli estremi superiore e inferiore di f. Si dica infine se ad f ¢ applicabile il teorema di Weierstrass
nell’intervallo [—2, 2] e si verifichi comunque quanto afferma la tesi.

LS

La trasformazione grafica elementare della funzione potenza é questa.

—9 } T
|
N ; <41
g -1 ‘ @
x> (x4 1)2 z— (z+1)2-1
Le trasformazioni per la funzione esponenziale sono queste:
Ya Y. Y Ya
\ 1 777777
/x
—1 N
T
T e’ T—e " T —e Tz 1—e"

11 grafico della funzione f ¢ qui sotto a sinistra (per il significato di quello a destra si aspetti pit avanti).

y\ y\

Dalla costruzione grafica ¢ evidente che la funzione é continua in 0, e quindi in tutto R. Verifichiamolo comunque,
in x = 0, anche in base alla definizione. Possiamo affermare che f é certamente continua in 0 da sinistra, dato che
in £ = 0 e in un intorno sinistro di 0 coincide con il polinomio. Quindi ¢ sufficiente studiare la continuita da destra.
Faccio notare che da destra non possiamo utilizzare lo stesso argomento di prima, dato che in z = 0 la funzione assume
il suo valore attraverso la funzione potenza, mentre a destra essa ¢ una funzione esponenziale.
Si ha

fO=0+1)*-1=0 e lim f(z)= lim (1—e*)=1-¢€"=0.

z—0t z—0t

Questo conferma che la funzione ¢ continua in 0.

TeEMA DEL 12/01/2026 — II PARTE UNIVR — SEDE DI VICENZA



A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di Matematica — A.A. 2025/26 16

Passiamo alla derivabilita. Dato che la funzione é derivabile per z # 0, possiamo scrivere

2x+1) =<0
e * x> 0.

o) ={

Pertanto avremo

fL(0) = lim f'(z) = lim (2(z+1))=2 e  f.(0)= hrng f(z)= lim e * =1.

z—0— z—0— z—0t1

Quindi la funzione non ¢é derivabile in 0.

Per rispondere alla domanda sugli estremi della funzione basta considerare il grafico. Per l'estremo inferiore si ha
inf f = —1, che ¢ anche un valore minimo (assunto in & = —1); per 'estremo superiore si ha sup f = 400 (o non
esiste).

11 teorema di Weierstrass ¢ applicabile nell’intervallo [—2, 2] in quanto tale intervallo ¢ chiuso e limitato e la funzione
€ continua in esso.

Quindi la tesi & certamente vera. Essa dice che esistono in [—2,2] almeno un punto di massimo e almeno un punto
di minimo. Dal grafico (vedi figura sopra a destra) si vede che ¢’¢ un punto massimo ,a.x = 2 (con valore massimo
1 — e %) e un punto di minimo Z,;, = —1 (con valore minimo —1).

ESERCIZIO 2. Dati i vettori
vl =(-1,0,1,1) , *=(1,1,0,-1) , 2*=(1,2,1,-1)

si determini se sono linearmente dipendenti o indipendenti. Qual & la dimensione del sottospazio S (di R*) da essi
generato? E vero che scegliendo in qualunque modo 2 dei 3 vettori si ottiene una base di S? Si consideri il terzo
vettore fondamentale di R* e si dica se esso appartiene al sottospazio S.

LS

Alla prima domanda si puo rispondere in pit modi diversi. Si puo procedere usando la definizione: ricordo che in
questo caso si deve scrivere una combinazione lineare dei vettori dati, porla uguale al vettore nullo e trovare se 'unico
modo in cui questo avviene é ponendo uguali a zero tutti i coefficienti della combinazione oppure no. Volendo seguire
questa strada il primo passo & quindi scrivere

ar1v! + agv? +azv® =0 ciod a1(—1,0,1,1) + as(1,1,0, —1) + as3(1,2,1,—-1) = (0,0,0,0).

A questo punto si deve scrivere ’equazione qui sopra in forma di sistema di equazioni lineari e trovare la soluzione del
sistema. Non fornisco ulteriori dettagli.

Procedo invece usando le proprieta che legano la dipendenza/indipendenza lineare dei vettori alla matrice da essi
formata. La matrice (vettori in riga) &

Ricordo che non possiamo parlare di determinante di A, cioé di tutta la matrice (possiamo solo parlare, come faremo
tra poco, di determinanti di sottomatrici di A). Il risultato generale che ci serve é questo: i vettori sono Li. se e solo
se il rango di A é uguale al numero dei vettori, cioé 3 in questo caso.

Le colonne sono (certamente) dipendenti e questo non ci permette di concludere subito nulla. Osservando che la 4®
colonna ¢é 'opposto della 1%, il determinante della sottomatrice formata con le prime 3 colonne ci da la risposta. Si ha

-1 0
det| 1 1
1 2

(I*riga) =—-1-141-1=0.

—_ O =

Quindi il rango non & 3 e i vettori sono linearmente dipendenti.

La dimensione del sottospazio S (di R*) generato dai 3 vettori & uguale al rango di A. Al momento sappiamo che non
& 3. Per dire che ¢ 2 dobbiamo indicare un minore del secondo ordine che sia diverso da zero: ad esempio quello in
alto a sinistra (formato con 1* e 22 riga e 1* e 2 colonna). Quindi dimS = 2.

La domanda successiva: scegliendo in qualunque modo 2 dei 3 vettori si ottiene sempre una base di S7 Questo equivale
a dire che scegliendo in tutti i modi 2 delle 3 righe di A queste 2 hanno sempre rango 2. E vero.
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Basta osservare che tutti e tre i minori del secondo ordine che si ottengono con le prime due colonne sono tutti diversi
da zero.

L’ultima domanda: dire se il terzo vettore fondamentale di R* appartiene al sottospazio S. Due modi per procedere.

Cercare di scrivere (0,0,1,0) (il terzo vettore fondamentale di R*) come c.l. di una possibile base di S (ne abbiamo

trovate 3 poco fa). Significa scrivere, usando v! e v?,

(Oa Oa 1,0) = 0[1(*1,0, ]-7 1) + Olg(l, 170, 71)3
che equivale a

(0707170) = (—Oél,(),OéhO[l)+(CY2,0[2,0,—O[2) cioe (0703170) = (_al +O[2,0é2,CY1,0[1 —062).
Questa equazione equivale al sistema,

—a1 +as =0
g = 0 . . <. e

1 e si vede subito che questo ¢ impossibile.
a1 =

041—0[2:0

Un’altra strada é quella di servirsi delle matrici, affiancando a due vettori di una base di § il nuovo vettore (0,0, 1,0).
Con le prime due righe di A si ottiene la matrice

-1 0 1 1
1 0 -1
01 0

A=11
0
Si vede subito che la sottomatrice formata con le prime 3 colonne ha determinante diverso da zero e quindi il rango di

A’ ¢ 3 e cioé le 3 righe sono indipendenti. Pertanto il nuovo vettore non appartiene al sottospazio generato dagli altri
due.

ESERCIZIO 3. Data la funzione
flz,y) = 2 = 2zy + 207,

si calcoli il gradiente di f e si provi che ci sono due punti stazionari. Con le condizioni del secondo ordine si stabilisca
se 1 punti stazionari sono di massimo/minimo. Si scriva la restrizione di f alla retta di equazione y = x e si commenti
il risultato alla luce di quanto trovato in precedenza.

LS

Le derivate parziali sono
fh =32 -2y e fl = —2x+4y.

Y

Il gradiente é quindi il vettore
Viz,y) = (32" — 2y, —22+4y).

Annulliamo il gradiente per trovare i punti stazionari.

322 -2y =0 =x/2 =x/2 =x/2

x® =2y N v z/ - v= x/ o y=uz/

—2x+4y =0 3z -2y =0 3z —x=0 x(3z—1)=0.
Le soluzioni sono quindi i due punti stazionari (0,0) e (3, &).
Stabiliamo ora la natura dei punti stazionari con le condizioni del secondo ordine. Ci servono le derivate parziali
seconde e la matrice Hessiana. Si ha

f// :6.'1} 7 f// _ _2 7 f// — _2 7 fl/ :4

T vy
2, 6xr —2
vif= (_2 4).

La matrice Hessiana é quindi
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Dobbiamo ora calcolare la matrice Hessiana nei punti stazionari e studiare il segno della matrice (il segno della forma
quadratica associata alla matrice). Nel punto (0,0) abbiamo

0 -2
2 _
Vf(O,O)-(2 4).
Questa ¢ indefinita (determinante negativo) e quindi (0,0) ¢ un punto di sella, cioé¢ né di massimo né di minimo.
11
2 =2
11y _
VQf(gag)* <_2 4>

3'6
Questa ¢ definita positiva, dato che i minori principali di Nord-Ovest sono entrambi positivi. Pertanto (%, %) é un
punto di minimo locale.

Nel punto (3, =) abbiamo

Passiamo all’ultima parte: la restrizione di f alla retta di equazione y = x:

=% — 222 4+ 222 = 23,
y=x

Il commento di questo risultato alla luce di quanto trovato in precedenza puod essere questo: prima abbiamo trovato che
l’origine & un punto di sella. L’origine sta sulla retta di equazione y = x. Lungo questa retta la funzione si comporta
come 2 e sappiamo che in z = 0 questo polinomio ha un punto stazionario che non & né di massimo né di minimo.

Quindi tutto torna.
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ESAME DI MATEMATICA - II parte
Vicenza, 12/01/2026
Variante 2

ESERCIZIO 1. Data la funzione

f(x)—{ e*—1 <0

—lnx x>0,
se ne disegni un grafico utilizzando le trasformazioni elementari. Si dica se f é continua e derivabile in tutto R e si

indichino gli estremi superiore e inferiore di f. Si dica poi se ad f é applicabile il teorema di Weierstrass nell’intervallo
[—1,1]. Infine si verifichi comunque se la tesi del teorema & vera.

S
ESERCIZIO 2. Si consideri la matrice
1 01
A=10 1 2
-1 1 1

Si dica se le sue righe sono linearmente dipendenti o indipendenti. E le colonne? Considerando poi la trasformazione
lineare T'(x) = Az, si scriva U'espressione di T e si determini la dimensione dell’immagine di 7. Si consideri infine il
sistema lineare omogeneo Ax = 0 e si trovino le sue soluzioni.

LS

ESERCIZIO 3. Data la funzione
flay) =a* +ay —y* + 2y,
si calcoli il gradiente di f e si trovi il punto stazionario. Con le condizioni del secondo ordine si studi la natura del

punto stazionario.

RS

ESERCIZIO 4. Data la funzione
1—¢" <0

f(f”)_{ (z—12—-1 2>0,

se ne disegni un grafico utilizzando le trasformazioni elementari. Si dica se f é continua e derivabile in tutto R
e si indichino gli estremi superiore e inferiore di f. Si dica infine se ad f ¢ applicabile il teorema di Weierstrass
nell’intervallo [—2, 2] e si verifichi comunque quanto afferma la tesi.

LS

Le trasformazioni grafiche elementari della funzione esponenziale sono queste.

y/\ y/\ y/\

™

v

s

g

T e® T —e® rz—1—e¢e"

Le trasformazioni per la funzione potenza sono queste:
11 grafico della funzione f ¢ qui sotto a sinistra (per il significato di quello a destra si aspetti pit avanti).

Dalla costruzione grafica é evidente che la funzione é continua in 0, e quindi in tutto R. Verifichiamolo comunque, in
x = 0, anche in base alla definizione. Possiamo affermare che f & certamente continua in 0 da sinistra, dato che in
2 = 0 e in un intorno sinistro di 0 coincide con la funzione esponenziale. Quindi ¢é sufficiente studiare la continuita
da destra. Faccio notare che da destra non possiamo utilizzare lo stesso argomento di prima, dato che in x = 0 la
funzione assume il suo valore attraverso la funzione esponenziale, mentre a destra essa ¢ un polinomio.
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— - -
P DO
S

Si ha
fO)=1-¢e=0 e lim f(z)= lim (z—1)*-1)=1-1=0.
z—0t z—0t

Questo conferma che la funzione é continua in 0.

Passiamo alla derivabilita. Dato che la funzione é derivabile per x # 0, possiamo scrivere

—e® <0

f'(@) { 2z —-1) x=>0.

Pertanto avremo

f2(0)= lim f'(z) = lim (—e*) = -1 e f(0)= lim f(z)= lim 2(z—1)=-2.
z—0~ z—0— z—0t z—0t

Quindi la funzione non é derivabile in 0.
Per rispondere alla domanda sugli estremi della funzione basta considerare il grafico. Per l'estremo inferiore si ha
inf f = —1, che & anche un valore minimo (assunto in x = 1); per I'estremo superiore si ha sup f = +o0o (0 non esiste).
11 teorema di Weierstrass & applicabile nell’intervallo [—2,2] in quanto tale intervallo & chiuso e limitato e la funzione
¢ continua in esso.
Quindi la tesi & certamente vera. Essa dice che esistono in [—2, 2] almeno un punto di massimo e almeno un punto di
minimo. Dal grafico (vedi figura sopra a destra) si vede che ¢’¢ un punto massimo Zya.x = —2 (con valore massimo
1 —e2) e un punto di minimo Z,;, = 1 (con valore minimo 1).

ESERCIZIO 5. Datii vettori
ol =(-1,1,1) , *=(0,1,2) , ¥=(1,0,1) , o*=(1,-1,1)

si determini se sono linearmente dipendenti o indipendenti. Qual & la dimensione del sottospazio S (di R?) da essi
generato? E vero che scegliendo in qualunque modo 2 dei 4 vettori si ottiene una base di S7 Si consideri il secondo
vettore fondamentale di R? e si dica se esso appartiene al sottospazio S.

LS

Alla prima domanda si puo rispondere in pitt modi diversi. Si puod procedere usando la definizione: ricordo che in
questo caso si deve scrivere una combinazione lineare dei vettori dati, porla uguale al vettore nullo e trovare se 'unico
modo in cui questo avviene é ponendo uguali a zero tutti i coefficienti della combinazione oppure no. Volendo seguire
questa strada il primo passo ¢ quindi scrivere

vt + agv? + azv® +agt =0 cioé oy (—1,1,1) + a2(0,1,2) + az(1,0,1) + ay(1, —1,1) = (0,0,0).

A questo punto si deve scrivere ’equazione qui sopra in forma di sistema di equazioni lineari e trovare la soluzione del
sistema. Non fornisco ulteriori dettagli.
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Procedo invece usando le proprieta che legano la dipendenza/indipendenza lineare dei vettori alla matrice da essi
formata. La matrice (vettori in colonna) &

Ricordo che non possiamo parlare di determinante di A, cioé di tutta la matrice (possiamo solo parlare, come faremo
tra poco, di determinanti di sottomatrici di A). Il risultato generale che ci serve & questo: i vettori sono Li. se e solo
se il rango di A ¢é uguale al numero dei vettori, cioé¢ 4 in questo caso.

La matrice A ha al piti rango 3, e quindi possiamo dire subito che i 4 vettori sono linearmente dipendenti.?

La dimensione del sottospazio S (di R?®) generato dai 3 vettori é uguale al rango di A. Al momento possiamo dire non
abbiamo ancora alcuna indicazione (il rango potrebbe essere 3). Osservando che la 4* colonna ¢ 'opposto della 12, il
determinante della sottomatrice formata con le prime 3 colonne ci da la risposta. Si ha

-1 0 1
det{ 1 1 0] (1*riga) =—-1-1+1-1=0.
1 21
Il rango quindi non ¢é 3. Per dire che ¢ 2 dobbiamo indicare un minore del secondo ordine che sia diverso da zero: ad
esempio quello in alto a sinistra (formato con 1* e 22 riga e 1* e 2% colonna). Quindi dim S = 2.

La domanda successiva: scegliendo in qualunque modo 2 dei 4 vettori si ottiene sempre una base di S7 Questo equivale
a dire che scegliendo in tutti i modi 2 delle 4 colonne di A queste 2 hanno sempre rango 2. E vero. Basta osservare
che tutti e sei i minori del secondo ordine che si ottengono con le prime due righe sono tutti diversi da zero.

L’ultima domanda: dire se il secondo vettore fondamentale di R? appartiene al sottospazio S. Due modi per procedere.

Cercare di scrivere (0,1,0) (il secondo vettore fondamentale di R3) come c.l. di una possibile base di S (ne abbiamo

trovate 6 poco fa). Significa scrivere, usando v! e v?,

(0,1,0) = a1(—1,1,1) + a2(0, 1, 2),
che equivale a
(0,1,0) = (—aq,a1,1) + (0, 0, 2c2)  cioe  (0,1,0) = (—aq, a1 + ag, a1 + 2a2).
Questa equazione equivale al sistema,

—Q] = 0
a1+ =1 e si vede subito che questo ¢ impossibile.
a1 + 2052 =0

Un’altra strada é quella di servirsi delle matrici, affiancando a due vettori di una base di S il nuovo vettore (0, 1,0).
Con le prime due colonne di A si ottiene la matrice

A=

N = O
o = O

Si vede subito che la matrice A’ ha determinante diverso da zero e quindi le 3 colonne sono indipendenti. Pertanto il
nuovo vettore non appartiene al sottospazio generato dagli altri due.

ESERCIZIO 6. Data la funzione
f(‘ray) = 2272 - Q‘Ty + y37

si calcoli il gradiente di f e si provi che ci sono due punti stazionari. Con le condizioni del secondo ordine si stabilisca
se 1 punti stazionari sono di massimo,/minimo. Si scriva la restrizione di f alla retta di equazione y = x e si commenti
il risultato alla luce di quanto trovato in precedenza.

LS

3Qui ho fornito una spiegazione articolata del motivo della dipendenza: ricordo che si sarebbe potuto anche semplicemente dire che 4
vettori in R3, cioé in uno spazio di dimensione 3, sono certamente 1.d. in quanto in R3 non possono esserci pit di 3 vettori Li.
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Le derivate parziali sono
fo=4x -2y e  fj=-2w+3y".

Il gradiente ¢ quindi il vettore
Vf(z,y) = (4z — 2y, -2z +3y°).

Annulliamo il gradiente per trovare i punti stazionari.

dr —2y =0 o y =2z - y =2 o y =2
—2x+3y2 =0 2z + 1222 =0 r—622=0 z(1 —6z) =0.

Le soluzioni sono quindi i due punti stazionari (0,0) e (g, 3).

Stabiliamo ora la natura dei punti stazionari con le condizioni del secondo ordine. Ci servono le derivate parziali
seconde e la matrice Hessiana. Si ha

" . "o . "o . [
fzw:4 ) fmy__z ) fya:__z ) fyy_6y

4 =2

2f

wr-(f )
Dobbiamo ora calcolare la matrice Hessiana nei punti stazionari e studiare il segno della matrice (il segno della forma
quadratica associata alla matrice). Nel punto (0,0) abbiamo
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Questa ¢ indefinita (determinante negativo) e quindi (0,0) ¢ un punto di sella, cioé¢ né di massimo né di minimo.
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Questa ¢ definita positiva, dato che i minori principali di Nord-Ovest sono entrambi positivi. Pertanto (&,%) ¢ un
punto di minimo locale.

La matrice Hessiana é quindi

Nel punto (¢, z) abbiamo

Passiamo all’ultima parte: la restrizione di f alla retta di equazione y = x:

f =222 — 222 + 2% =23
y=x

Il commento di questo risultato alla luce di quanto trovato in precedenza puod essere questo: prima abbiamo trovato che
Porigine ¢ un punto di sella. L’origine sta sulla retta di equazione y = x. Lungo questa retta la funzione si comporta
come z° e sappiamo che in 2 = 0 questo polinomio ha un punto stazionario che non & né di massimo né di minimo.

Quindi tutto torna.
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