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PROVA INTERMEDIA di MATEMATICA per le DECISIONI ECONOMICO-FINANZIARIE
Vicenza, 12/11/2021

ESERCIZIO 1. Sisupponga che nel RIC siano ritenuti equivalenti 90€ in ¢t = 0 e 100€ in ¢ = 15 mesi. Si determinino
i montanti tra 18 mesi, nel RIS e nel RSC, dei 90€.

LS

11 semplice schema che esprime ’equivalenza dei due importi nel tempo (nel RIC) ¢ il seguente:

90 (RIC) 100

4 4
1 1

0 15 mesi

L’equivalenza tra i due importi nel RIC porta all’equazione del valore

— 1 =0.087942624.

1007\ 12/15
90)

100 = 90(1 + z) 15/12, da cui si ricava i = (

Questo ¢ il tasso di interesse su base annua. Determiniamo ora i montanti tra 18 mesi.
Nel RIS si ha 18
MRS =90 <1 +i- 12) = 101.87€.

Per il montante nel RSC dobbiamo trovare intanto il tasso di sconto equivalente:

d—= —— —0.08083388.
1+74

Il montante ¢ allora

90

Ju

ESERCIZIO 2. Un debito di 3000€ contratto oggi al tempo ¢t = 0 viene rimborsato con un versamento di 1000€
tra un anno e con 10 rate mensili, la prima delle quali tra 6 mesi. Si ipotizzi un tasso di interesse annuo del 10%. Si
scriva I’equazione del valore che consente di determinare la rata mensile. Si determini a quanto deve ammontare la
rata mensile.

Supponendo invece, mantenendo le stesse modalita di restituzione precedenti, che la rata mensile sia di 150€, sempre
la prima tra 6 mesi, si determini il numero di rate intere necessarie e il residuo (contestuale all’ultima rata) per la
completa restituzione del prestito.

LS

Puo essere utile rappresentare lo schema dei versamenti.

3000 : 1000
1

0 3 2 1 2

12

L’equazione del valore che consente di determinare la rata mensile R &

3000 = 1000(1 + i)' + R-ag;, ,,(1+8) "

Serve ovviamente il tasso mensile equivalente al tasso annuo del i = 10%. Si ha i /15 = (1 + i)1/12 —1 = 0.00797414.

La rata é quindi
~ 3000 —1000(1 + i)t

R -
AT00iy /12 (1 + Z)_5/12

= 227.22€.
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Con una rata di 150€ la restituzione del debito é garantita se si ha

1000(1 +4) ™" + 150am, ,,, (1 + 1) ~*/*2 > 3000.

Questa equivale a
3000 — 1000(1 +14)~*

aﬁli1/12 = 150 K (1 +Z’)75/12

(= A).

Indicando appunto con A il termine di destra, la disuguaglianza equivale a sua volta alle seguenti

L= (T+iy2)™

t1/12

>A & (T+iye) " <1—iypA

e ancora, applicando i logaritmi,
111(1 - 7:1/1214)

n>— - = 15.5.
- hl(l + 21/12>

—nIn(l+1dy1/12) <In(l —iy/124) <

Servono 15 rate intere di 150€ piu un residuo. Calcoliamo ora il residuo. Valutato all’istante ¢t = 0 si ha
RES;—o = 3000 — 1000(1 +4)~" — 150azg;, ,,, (1 + i) 70/12 = 60.44€,
che, valutati contestualmente all’ultima rata, cio¢ tra 20 mesi, forniscono

RES;—20mesi = RES;—o(1 +1)?%/? = 70.85€.

ESERCIZIO 3. Una societa finanziaria, relativamente ad un bene con prezzo di listino P = 8 000€, vuole proporre
ad un cliente un contratto di leasing di durata 3 anni che prevede un anticipo del 10% del prezzo di listino, un riscatto
pari al 5% del prezzo di listino e il versamento di 36 canoni mensili posticipati. La societa pud avere uno sconto del
5% sull’acquisto del bene e vuole ottenere dal contratto un tasso di interesse annuo del 9%. Si scriva 1’equazione del
valore per la societa di leasing e si determini a quanto deve ammontare il canone da proporre al cliente.

Sapendo che il cliente puo acquistare il bene al prezzo di listino, si scriva I’equazione del valore per il cliente. Sapendo
infine che il cliente per ’acquisto diretto del bene pud avere un prestito dalla sua banca al tasso di interesse annuo del
6%, si dica se egli ragionevolmente scegliera il prestito bancario o il contratto di leasing.

LS

Le quantita rilevanti nel contratto sono il prezzo di listino P = 8 000€, 'anticipo A = P - 0.1 = 800€ e il riscatto
finale F' = P -0.05 = 400€.

La societa finanziaria spende 8 000 (1 — 0.05) = 7 600€ per 'acquisto del bene e vuole ottenere dal contratto di leasing
un tasso di interesse i = 9%. Serve il tasso di interesse mensile ;15 = 1.091/12 — 1 = 0.00720732.

Indicato con R il canone mensile, ’equazione del valore per la societa di leasing é
7600 = 800 + R - agg;, ,,, +400(1 +14) .

Da questa si ricava

7600 —800 — 400(1 + )~

ami1/12

= 205.36€.

Ora passiamo alla valutazione del cliente, al quale viene proposto un contratto di leasing con le caratteristiche ottenute
poco fa (cioé un anticipo di 800€, un riscatto finale di 400€ e un canone di 36 rate trimestrali di 205.36€). 1l cliente
non ha sconto sul prezzo d’acquisto del bene. Egli é interessato a scoprire qual ¢ il tasso implicito nell’equivalenza
finanziaria tra lo spendere oggi 8 000€ e distribuire il pagamento nel tempo alle condizioni del contratto.

La sua equazione del valore é quindi
8000 = 800 + 205.36azg;, ,,, + 400(1 44) 3,

con un tasso ¢ questa volta incognito.

La soluzione esatta di questa equazione fornirebbe al cliente un valore preciso da confrontare con il tasso del 6%
proposto dalla banca per un prestito di 8 000€. Ma la risoluzione esatta (in realtd approssimata) di questa equazione
richiederebbe 1'uso di approssimazioni successive, eventualmente con il metodo di Newton, e non ¢ richiesta.
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Per poter dire quale sara la scelta ragionevole del cliente tra stipulare il contratto di leasing e chiedere un prestito alla
banca al tasso i(?) = 6% possiamo semplicemente calcolare il valore attuale degli importi relativi al contratto al tasso

della banca. Dopo aver calcolato il tasso equivalente mensile ig?l)z = 0.00486755, si trova

800 + 205.36a55 () +400(1 +iP)) ™3 = 7902.14€.

1/12

Dato che 7902.14 < 8000, il tasso della banca sconta maggiormente gli importi rispetto al tasso effettivo incognito e
quindi il tasso della banca ¢ maggiore rispetto al tasso del contratto.

Il cliente ragionevolmente scegliera il contratto di leasing.

ESERCIZIO 4. Per rimborsare in 4 anni un debito di 1000€, si usa un piano di ammortamento a rate posticipate,
tutte comprensive di quota capitale e quota interessi non nulle.

Si costruisca il piano di ammortamento, sapendo che Cs = 300, R3 = 200 e I3 = 50.

Si assuma un tasso di interesse annuo del 10%. Il piano di ammortamento deve riportare, per ogni scadenza, la rata,
la quota capitale, la quota interessi e il debito residuo.

Successivamente si verifichi 'equivalenza finanziaria del piano (uguaglianza tra debito e valore attuale delle rate).
LS
I dati permettono di partire dal prospetto qui a fianco.

Dato che le quote interessi sono posticipate, possiamo ricavare subito

t | Rpe=Cr+ 1 | Cp | Ix Dy,
la prima quota interessi 0 0 0 0 | 1000
1 . . .
I; =0.1-1000 = 100. 5 : 300 -
. . . . . . . 3 200 . 50
Non possiamo dire subito quale sia la prima quota capitale, ma possia- 1
mo ricavare il debito residuo in ¢t = 2 dalla quota interessi I3. Infatti,
dato che I 50
I3 =i - D5y, da questa si ricava Dy = —3 = 01 = 500.
i .

A questo punto il piano ¢ “sbloccato”. Possiamo in sequenza ricavare le altre quantita.
Da Dy = Dy — (5 si ricava D1 = Do + Cy = 500 + 300 = 800;

da Dy = Dy — C si ricava C; = Dy — D = 1000 — 800 = 200;
I =i-D; =0.1-800=80;
da R3 = C3 + I3 si ricava C3 = Rz — I3 = 200 — 50 = 150;
D3 = Dy — (5 = 500 — 150 = 350;
I, =i1-D3=0.1-350=35 e (4= D3 =350.

t | R,=Cr+ I} Ch I Dy,
0 0 0 0 1000
1 300 200 | 1009 800
2 380 300 | 80~ ,500
3 200 150 | 50 350
4 385 350 | 35 0

La verifica dell’equivalenza finanziaria del piano consiste nel verificare che

300-1.171+380-1.1724200-1.172 +385-1.1~% = 1000.
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PROVA CONCLUSIVA DI MATEMATICA per le DECISIONI ECONOMICO-FINANZIARIE
Vicenza, 19/01,/2022

ESERCIZIO 1. Si consideri un’obbligazione emessa il 01/07/2021 con le seguenti caratteristiche:

- valore nominale e valore di rimborso F' = C' = 100;

- scadenza dopo 3 anni;

- cedole trimestrali con tasso cedolare r = 4%;

- prezzo di emissione Pr = 97.

Non si consideri la tassazione. Si dica se il tasso di rendimento a scadenza all’emissione era maggiore o minore del
5%. Utilizzando la duration al tasso del 5%, si dia poi un’approssimazione della variazione del prezzo a seguito di una
diminuzione relativa del tasso del 10%.

Si determini infine il prezzo tel quel dell’obbligazione il 31/01/2022 ipotizzando un tasso di rendimento a scadenza in
quella data del 2% (si usi ’anno commerciale).

ey
97 +100
. 1/7/21 /,'\\T A A K
TR Vi S - S TR

La cedola trimestrale ¢ 7F = % - 100 = 1. L’equazione relativa al tasso di rendimento a scadenza all’emissione é

97 =1+ aggyim, ,, + 100(1 + ytm)~>.

Se calcoliamo il termine di destra ad un tasso del 5% annuo si ottiene il valore 97.48 > 97. Pertanto il vero tasso di
rendimento a scadenza ¢ maggiore del 5%.

Passiamo alla domanda successiva, I’approssimazione della variazione del prezzo attraverso la duration. Per il calcolo

della duration usiamo la formula con la increasing annuity (attenzione, le cedole sono 12 e dobbiamo usare il tasso

trimestrale).

aTgl; (1 + i1/4) - 12(1 + i)_g
1/4

- = 70.51.
11/4

Iaﬁ”l/4 =
Ora la formula della duration (attenzione anche qui, ovviamente la duration sara espressa in trimestri):

1 Tagg, ,, +12-100(1 +14)~°
1-agg,, , +100(1+14)~3

D1/4(0.05) = = 11.357 (trimestri).

Dobbiamo convertire la duration in anni.

D
D(0.05) = V4 — 984
La duration modifcata & D(0.05)
Diog = ———2 = 2.704.
° T 14005

Ora il calcolo della variazione del prezzo.
AP ~ —Dyoq - Ai - Py.

Attenzione che abbiamo una diminuzione relativa del tasso del 10%, e quindi Ai = —0.05 - 0.1 = —0.005. Pertanto

AP ~ —2.704 - (—0.005) - 97.48 = +1.32.

Veniamo ora all’ultima domanda, il prezzo tel quel dell’obbligazione il 31/01/2022 con un tasso di rendimento a
scadenza in quella data del 2%. Si ha

—~10+1/3

Piq =1 ami0.0, ,, (1+0.02)"** +100 (14 0.02,4) — 105.076.
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ESERCIZIO 2. Il B.T.P. denominato Btp-1nv23 9%, con scadenza il 01/11,/2023, paga cedole semestrali al tasso
cedolare r = 9%. I1 07/01/2022 era quotato (corso secco) a 113. Si dica se il suo tasso di rendimento a scadenza era
maggiore o minore dello 0.5%. (Si consideri la tassazione e si calcolino i giorni con ’anno commerciale).

Si ipotizzi di aver acquistato il titolo in data 07/01/2022, di reinvestire le cedole fino alla scadenza al tasso dell’1%.
Si determini il tasso effettivo di rendimento dell’investimento nel B.T.P.

LS

11 titolo paga le cedole al 01/05 e al 01/11. La rappresentazione qui sotto mostra le caratteristiche del B.T.P. nel
periodo di interesse.

t
G\

O
O

! ! I

\ N Vs
N - N -
S s - SO -

07/01 9022 2023
Dobbiamo considerare la tassazione e quindi la cedola semestrale &

0.09
gF(l —7) = =5 - 100(L - 0.125) = 3.9375.

Fino alla scadenza del 01/11/2023 il titolo paga n = 4 cedole. Il tempo trascorso dallo stacco dell’ultima cedola
(01/11/2021) ¢ t =30 - 2+ 7 = 67 giorni. Quindi

67
= 3. - —— = 1.466.
rateo = 3.9375 150 66

Calcoliamo il prezzo tel quel.
Py = Ps +rateo = 113 + 1.466 = 114.466.

L’equazione che definisce il tasso di rendimento a scadenza é

Prq = 3.9375 - agypy, ,, (1 + ytm) /350 4 100(1 + ytmy ) 4FOT/180,

Viene chiesto di dire se il tasso di rendimento a scadenza era maggiore o minore dello 0.5%. Basta calcolare il termine
di destra al tasso dello 0.5% (convertendolo nel tasso semestrale equivalente): si trova il valore 114.76 > 114.466.
Ricordando che il termine di destra é una quantita decrescente al crescere del tasso, possiamo affermare che il vero
tasso di rendimento a scadenza era maggiore dello 0.5%.

Passiamo ora al calcolo del tasso effettivo in presenza di reinvestimento delle cedole. Il tasso di rendimento effettivo
& quello che risulta dall’uguaglianza tra il montante dell’importo investito per ’acquisto del titolo e il montante di
quanto incassato (e reinvestito) dalle cedole e dal rimborso finale. Il montante va calcolato alla scadenza, cioé alla
data del 01/11/2023. 1l reinvestimento delle cedole avviene al tasso dell’1%.

Indicando con i.g il tasso di rendimento effettivo su base annua, il montante dell’investimento ¢ dato da

P11+ 185)767/3604&'

Ora i montanti degli importi a credito. Non ¢’¢ alcun cambio di tasso e quindi il montante delle cedole ¢&

M = CED - agjg g, , (1+0.01)* = 15.868.

L’equazione & pertanto
Pog(1 + o) ~67/35042 = M1 4 100.

Si trova

1/(—67/360+2)
loff = (M> —1=0.00673688.

Py
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ESERCIZIO 3. Si considerino i due progetti di investimento

-10 5 4 3 —11
A. f
0

f f f f B.
0 1 2 3

—to
N+ Ot
w o

e la seguente struttura per scadenza dei tassi (a pronti) su base annua:
i(0,1) =0.01 , 4(0,2)=0.02 , (0,3)=0.03.

Si stabilisca quale dei due progetti risulta conveniente in base al criterio del REA /VAN.

Si dica se per entrambi i progetti i flussi consentono di affermare ’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento.
Si dica poi se il valore del TIR per il progetto A ¢ maggiore del 10%.

Si dica infine se un investimento (a termine) di 10 tra un anno e incasso di 11 tra 3 anni é coerente con la struttura
dei tassi a pronti indicata.

RSN

La struttura dei tassi a pronti fornita permette di calcolare direttamente i REA.

REA4 = —10 4 5(1 +4(0,1)) " +4(14+4(0,2)) "2 + 3(1 +4(0,3)) > = 1.54

REAp = —11 4+ 6(1 4 i(0,1)) ' +5(1 +1(0,2)) "2 +2(1 +4(0,3)) ™3 = 1.57.
I REA ¢ positivo per entrambi (quindi sono entrambi convenienti rispetto all’investimento di denaro) e risulta
preferibile il progetto B.

Sull’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento calcoliamo i flussi cumulati:

Progetto A: —10, =5, =1, +2 e Progetto B: —11, =5, 0, +2.

Entrambi i flussi cumulati cambiano segno una sola volta e quindi possiamo affermare che il TIR esiste unico per
entrambi i progetti.

Con una struttura piatta dei tassi (i = 10%) il REA di A ¢
—104+5-1.17"4+4-1.172+3-1.17° = 0.10 > 0.

Quindi il TIR per il progetto A ¢ maggiore del 10%.

Veniamo all’ultima domanda: dire se un investimento (a termine) di 10 tra un anno e incasso di 11 tra 3 anni é
coerente con la struttura dei tassi a pronti indicata.

Anzitutto un commento. Coerenza dell’operazione significa che i valori che la costituiscono (equivalenza tra 10 in
t =1e 1l in t = 3) rispettano la struttura dei tassi, cioé sono in linea con questi. Il modo piu semplice, che sfrutta
soltanto i tassi a pronti, é verificare se il valore attuale in ¢t = 0 di 10 e 11 & lo stesso.

10- (144(0,1))"* =9.90 mentre 11-(1+44(0,3))" = 10.07

e quindi no, 'operazione non é coerente con la struttura dei tassi.

Si poteva alternativamente calcolare il tasso a termine implicitamente definito dalla struttura a pronti e confrontarlo
con il tasso a termine ricavato dall’operazione, per vedere se coincidono.

Possiamo arrivare al tasso a termine della struttura attraverso i fattori di sconto. Si ha

1 ‘
v(0,1,3) = v(0,3) _ mrioap® | L+i01) _g049

v(0,1) m (1+14(0,3))3
Pertanto il tasso a termine (biennale) &

,(0,1,3) ! 1=0.0819

i =————-1=0.

PR v(0,1,3) ’
mentre dall’operazione risulta un tasso (biennale) pari a

11 -10
=0.1.
10

I due tassi sono diversi e quindi non c’é coerenza.
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ESAME di MATEMATICA per le DECISIONI ECONOMICO-FINANZIARIE
Vicenza, 19/01,/2022

ESERCIZIO 1. Si vuole disporre di 30000€ fra 4 anni. Il progetto iniziale & di versare in un deposito 7 rate
semestrali posticipate di 3 300€ e una “maxirata” finale alla fine del 4° anno. Si determini I’ammontare della maxirata
finale. Il tasso di interesse annuo da applicare & ¢ = 5%.

Arrivati alla fine del 2° anno non si € in grado di versare la relativa rata. Potendo riprendere i versamenti dopo un
semestre, si ricalcoli la rata, in modo da raggiungere ’obiettivo con 4 rate uguali.

S
30000
3300 3300 3300 3300 3300 3300 3300 MR
—_—te— ¢ ———¢————————————————————@———
0 1 2 3 4

L’equazione che esprime la costituzione del capitale di 30 000€ fra 4 anni mediante 7 rate semestrali posticipate di
3 300€ e una “maxirata” M R finale alla fine del 4° anno &

30000 = 3300 - azq.g5, , (1 +0.05)* + MR,

da culi si ricava
MR = 30000 — 3300 - aﬂ0_051/2(1 + 0.05)4 = 4501.93€.

Ora la situazione cambia dato che, alla fine del secondo anno, dopo aver versato 3 rate, non riesco a versare la quarta
e decido di cambiare la modalita successiva per raggiungere 'obiettivo. Riprendo i versamenti dopo un semestre
(quindi dopo due anni e mezzo dall’inizio) e voglio chiudere con 4 rate uguali (quindi niente piu maxirata finale). Devo
ricalcolare la nuova rata R. La nuova situazione pud essere rappresentata cosi.

30000
3300 3300 3300 R R R R
_—t—e——— o — o —— | — 0o — ¢ — 0 —— ¢ ————
0 1 2 3 4

L’equazione ¢é ora
30000 = 3300 - ag|0.051/2(1 +0.05)*+R- amo_og,l/z(l +0.05)2,

da cui ricavo
30000 — 3300 - a§|0.051/2(1 +0.05)%

= 4466.13.
a710.05, 5 (1+0.05)2

ESERCIZIO 2. Per rimborsare in 3 anni un debito Dy di 500€, si usa un piano di ammortamento con quote interessi
anticipate e le seguenti caratteristiche:

e una rata Ry di sola quota interessi e una rata Ry = 200€ (con quote capitale e interessi)

e una rata Ry di sola quota interessi e una rata Rz di sola quota capitale.

Si costruisca il piano di ammortamento, assumendo un tasso di interesse annuo del 10%. Il piano di ammortamento
deve riportare, per ogni scadenza, la rata, la quota capitale, la quota interessi e il debito residuo. Si effettui poi la
verifica di equivalenza finanziaria tra quanto versato e il debito iniziale.

LS

Dato che le quote interessi sono anticipate,! possiamo ricavare subito la prima quota interessi

Ip = d - 500 = 45.45.

1Vanno calcolate moltiplicando il debito residuo corrente per il tasso di sconto d, equivalente al tasso di interesse del 10%. Si trova

_ _01 _nop
d= %1 =0.90.
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I dati permettono di partire dal prospetto qui a fianco. tlr=c,onlc |l b

0 Ry =1 0 Iy++500

Ora ci sono alcune strade possibili equivalenti. Ne propongo una.

Possiamo impostare il seguente sistema di equazioni:

1 200 Cy | «D
Cr+ 1, =200 1| i
I1:d'D1 2 RQZIQ 0 IQ(**DQ
Dl :500—01 3 R3 :Cd 03 0 0
Sostituendo nella seconda la terza si ha Iy = d - (500 — C4) e usando
questa nella prima abbiamo
200 — 5004
Ci1+d- (500 —C1) =200, dacui Ci(1—d)=200-500d equindi C;= —1—q - 170.

Si ricava allora immediatamente

=30 , Dy =330 , Dy=D;=Cs=330.

Il prospetto complessivo é quindi questo:

t | Re=C+ 1 | C Iy Dy
0 45.45 0 | 45.45¢-500
1 200 170 30 «—330
2 30 0 30 «+—330
3 330 330 0 0

La verifica dell’equivalenza finanziaria del piano consiste nel verificare che

45.45+200-1.171 +30-1.172+ 330 - 1.1~ = 500.

ESERCIZIO 3. Il B.T.P. denominato Btp-1nv23 9%, con scadenza il 01/11/2023, paga cedole semestrali al tasso
cedolare r = 9%. 11 07/01,/2022 era quotato (corso secco) a 113. Si dica se il suo tasso di rendimento a scadenza era
maggiore o minore dello 0.5%. (Si consideri la tassazione e si calcolino i giorni con 'anno commerciale).

Si ipotizzi di aver acquistato il titolo in data 07/01/2022 e di reinvestire le cedole versandole in un conto bancario con
un tasso dell’1%. Nell’ipotesi che al 30/06/2022 la banca modifichi il tasso portandolo allo 0.8%, si determini il tasso
effettivo di rendimento dell’investimento nel B.T.P.

LS

11 titolo paga le cedole al 01/05 e al 01/11. La rappresentazione qui sotto mostra le caratteristiche del B.T.P. nel
periodo di interesse.

t
o v

o . .
O t t
! ! I

\ N Vs
N - N -
S~ _ - S _ -

07/01 9022 2023
Dobbiamo considerare la tassazione e quindi la cedola semestrale é
0.09
gF(l —7) = =5 - 100(L - 0.125) = 3.9375.

Fino alla scadenza del 01/11/2023 il titolo paga n = 4 cedole. Il tempo trascorso dallo stacco dell’ultima cedola
(01/11/2021) ¢ t =302+ 7 = 67 giorni. Quindi
67

rateo = 3.9375 130 66
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Calcoliamo il prezzo tel quel.
P,y = Ps +rateo = 113 + 1.466 = 114.466.

L’equazione che definisce il tasso di rendimento a scadenza é

Piq = 3.9375 - aqyp, ,, (14 ytm) /%0 4 100(1 + ytmy jp) ~*07/150,

Viene chiesto di dire se il tasso di rendimento a scadenza era maggiore o minore dello 0.5%. Basta calcolare il termine
di destra al tasso dello 0.5% (convertendolo nel tasso semestrale equivalente): si trova il valore 114.76 > 114.466.
Ricordando che il termine di destra ¢ una quantita decrescente al crescere del tasso, possiamo affermare che il vero
tasso di rendimento a scadenza era maggiore dello 0.5%.

Passiamo ora al calcolo del tasso effettivo in presenza di reinvestimento delle cedole. Il tasso di rendimento effettivo
& quello che risulta dall’'uguaglianza tra il montante dell’'importo investito per 'acquisto del titolo e il montante di
quanto incassato (e reinvestito) dalle cedole e dal rimborso finale. Il montante va calcolato alla scadenza, cioé alla
data del 01/11/2023. 1l reinvestimento delle cedole avviene al tasso dell’1%.

Indicando con i.g il tasso di rendimento effettivo su base annua, il montante dell’investimento ¢ dato da

Ptq ( 1 + ieﬂ‘) —67/360-’1‘2 .

Ora i montanti degli importi a credito. A causa del cambio di tasso al 30/06,/2022 dobbiamo considerare che una
cedola va valutata usando entrambi i tassi, mentre le altre tre vanno valutate solo con il secondo tasso.

Il montante della prima cedola ¢
M; = CED - (1 4+ 0.01)%/12(1 4 0.008)+4/12 = 3.9862

e il montante delle altre ¢
My = CED - agjq ggs, ,, (1 + 0.0081 /2)® = 11.860.

L’equazione & pertanto
Pog(1 + o) ~57/35042 = My 4 My + 100

e si trova 1/(—67/360+2)
My + My + 100 B
ot = <1+PQ+> — 1 =0.00663.
tq
ESERCIZIO 4. Si considerino i due progetti di investimento

—10 5 4 3 -11 6 5 2
A. } } } } B. } } } }
0 1 2 3 0 1 2 3

e la seguente struttura per scadenza dei tassi (a pronti) su base annua:
i(0,1) =0.01 , 14(0,2)=0.02 , (0,3)=0.03.

Si stabilisca quale dei due progetti risulta conveniente in base al criterio del REA /VAN.

Si dica se per entrambi i progetti i flussi consentono di affermare ’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento.
Si dica poi se il valore del TIR per il progetto A & maggiore del 10%.

Si dica infine se un investimento (a termine) di 10 tra un anno e incasso di 11 tra 3 anni & coerente con la struttura
dei tassi a pronti indicata.

LS

La struttura dei tassi a pronti fornita permette di calcolare direttamente i REA.

REA4 = =104 5(1+i(0,1)) " +4(1 +1i(0,2)) "2 + 3(1 +4(0,3)) % = 1.54

REAp = —11+6(144(0,1)) "t +5(1 +14(0,2)) "2 +2(1 +i(0,3)) "> = 1.57.

Il REA ¢ positivo per entrambi (quindi sono entrambi convenienti rispetto all’investimento di denaro) e risulta
preferibile il progetto B.
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Sull’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento calcoliamo i flussi cumulati:

Progetto A: —10, =5, =1, +2 e Progetto B: —11, =5, 0, +2.

Entrambi i flussi cumulati cambiano segno una sola volta e quindi possiamo affermare che il TIR esiste unico per
entrambi i progetti.

Con una struttura piatta dei tassi (: = 10%) il REA di A ¢

—10+5-1.17'+4-1.17243-1.173=0.10 > 0.

Quindi il TIR per il progetto A & maggiore del 10%.

Veniamo all’ultima domanda: dire se un investimento (a termine) di 10 tra un anno e incasso di 11 tra 3 anni é
coerente con la struttura dei tassi a pronti indicata.

Anzitutto un commento. Coerenza dell’operazione significa che i valori che la costituiscono (equivalenza tra 10 in
t =1e 1l in t = 3) rispettano la struttura dei tassi, cioé sono in linea con questi. Il modo piu semplice, che sfrutta
soltanto i tassi a pronti é verificare se il valore attuale in t =0 di 10 e 11 ¢ lo stesso.

10- (144(0,1))"* =9.90 mentre 11-(1+4(0,3))" = 10.07

e quindi no, 'operazione non & coerente con la struttura dei tassi.

Si poteva alternativamente calcolare il tasso a termine implicitamente definito dalla struttura a pronti e confrontarlo
con il tasso a termine ricavato dall’operazione, per vedere se coincidono.

Possiamo arrivare al tasso a termine della struttura attraverso i fattori di sconto. Si ha

o(0.3) _ 14i01) _
VO L3 =0 T a0, s

Pertanto il tasso a termine (biennale) ¢

ip(0,1,3) = ——— — 1 =0.0819
Z;D( 5 ) ’U(O,l,?)) )
mentre dall’operazione risulta un tasso (biennale) pari a
11-10
—— =0.1.
10

I due tassi sono diversi e quindi non c’é coerenza.
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PROVA CONCLUSIVA DI MATEMATICA per le DECISIONI ECONOMICO-FINANZIARIE
Vicenza, 03/02/2022

ESERCIZIO 1. Si consideri un’obbligazione emessa il 01/01/2021 con le seguenti caratteristiche:
- valore nominale e valore di rimborso F' = C = 100;

- scadenza dopo 3 anni;

- cedole quadrimestrali con tasso cedolare r = 2.70%;

- prezzo di emissione Pr = 99.

Non si consideri la tassazione. Si dia una stima del tasso annuo di rendimento a scadenza all’emissione e si dica se
questa & per eccesso o per difetto.

Sapendo poi che al 03/02/2022 il tasso di rendimento a scadenza ¢ dell’1%, si determini il prezzo tel quel in questa
data (si usi 'anno commerciale).

Utilizzando la duration al tasso dell’1%, si dia poi un’approssimazione della variazione del prezzo a seguito di un
aumento relativo del tasso del 10% alla data del 01/05/2022 (subito dopo incasso della cedola).

RS

01/05/2022

2021 03/02/2022 9029 2023

La cedola quadrimestrale ¢ £ F' = @ -100 = 0.9. Ci sono 9 cedole.

L’equazione relativa al tasso di rendimento a scadenza all’emissione é
99 = 0.9 agiytm, ,, + 100(1 + ytmy/3)~". (1)

Per trovare una stima del tasso di rendimento a scadenza all’emissione usiamo la formula studiata.

0.9 + 100—99

ytmy = —qggrzos— = 0-01017897  (quadrimestrale).
3

Il tasso annuo & ytmg = (1 + ytm{)® — 1 = 0.0308488.

Ora calcoliamo il termine di destra dell’equazione (1) con il tasso ytmg:
P(ytmo) = 0.9 - agyypn,y + 100(1 + ytmg) 7 = 98.998 < 99.

La stima & quindi per eccesso.

Seconda domanda. Al 03/02/2022 il tasso di rendimento a scadenza ¢ dell’1%. Le cedole da conteggiare sono ora 6 e
occorre considerare che dall’ultima cedola (01/01/2022) passano 33 giorni. Il prezzo tel quel &

P = 0.9 agig.o1, ,, (1+0.01)**/%9 4 100(1 4 0.01 /5) ~¢#3/120 — 103.46.

Ultima domanda, ’approssimazione della variazione del prezzo attraverso la duration. Dobbiamo porci alla data del
01/05/2022, data in cui abbiamo appena incassato una cedola. Le restanti cedole da considerare ora sono 5.

Per il calcolo della duration usiamo la formula con la increasing annuity (5 cedole e tasso quadrimestrale).

a,3|0.01 - 5(]. +0.011/3)75
Tagig.01, 5 = 850,01 5 + L3 00115 = 14.8188.
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Ora la formula della duration (ovviamente la duration sara espressa in quadrimestri):?

0.9 Tag.o1, 5 + 5 - 100(1 + 0.0113) 3
09 . 3504011/3 + 100(1 + 0.011/3)75

Dy/3(0.01) = =4.913 (quadrimestri).

La duration in anni é quindi

D,3(0.01
La duration modifcata & D(0.01)
Diog = ————2 = 1.621.
0= Tyoor O

Ora il calcolo della variazione del prezzo.
AP ~ —Dyoq - Ai - Py.

Abbiamo un aumento relativo del tasso del 10%, e quindi A7 = —0.01 - 0.1 = —0.001. Pertanto

AP ~ —1.621-(-—0.001) - 102.81 = —0.167.

ESERCIZIO 2. Il B.T.P. denominato Btp-1mg31 6%, con scadenza il 01/05/2031, paga cedole semestrali al tasso
cedolare r = 6%. Il 31/01/2022 era quotato (corso secco) a 142.70. Si dica se il suo tasso di rendimento a scadenza
era positivo o negativo. (Si consideri la tassazione e si calcolino i giorni con ’anno commerciale.)

Si ipotizzi di aver acquistato il titolo in data 31/01/2022, di reinvestire le cedole fino alla scadenza al tasso dell’1%.
Si determini il tasso effettivo di rendimento dell’investimento nel B.T.P.

LS

11 titolo paga le cedole al 01/05 e al 01/11. La rappresentazione qui sotto mostra le caratteristiche del B.T.P. nel
periodo di interesse.

2023

31/01 9099

Dobbiamo considerare la tassazione e quindi la cedola semestrale &

0.06
gF(l —7) = =5~ - 100(1 — 0.125) = 2.625.

Fino alla scadenza del 01/05/2031 il titolo paga n = 19 cedole. Il tempo trascorso dallo stacco dell’ultima cedola
(01/11/2021) e t =30 -3 = 90 giorni. Quindi

90
teo = 2.625 - —— = 1.3125
rateo 10

e il prezzo tel quel é quindi
Py = P +rateo = 142.70 + 1.3125 = 144.0125.

L’equazione che definisce il tasso di rendimento a scadenza ¢

Prq = 2.625 - agglyim, ,, (1 + ytm)?%/3%0 4 100(1 + ytml/g)_19+90/180.

Viene chiesto di dire se il tasso di rendimento a scadenza era positivo o negativo.

2 Attenzione che il prezzo va ricalcolato, dato che la data & cambiata rispetto alla situazione considerata prima. Il nuovo prezzo (il
denominatore della duration) &
-5
P=09- a%10.01, /5 +100(1 +0.01, /3) ™~ = 102.81.

TeMA DEL 03/02/2022 — (PROVA CONCLUSIVA) UNIVR — SEDE DI VICENZA



A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di MDEF — A.A. 2021/22 13

Basta calcolare il termine di destra al tasso zero: attenzione che non possiamo usare la formula di “a figurato”.? Si ha

2.625 - 19 + 100 = 149.875 > 144.0125.

Ricordando che il termine di destra ¢ una quantita decrescente al crescere del tasso, possiamo affermare che il vero
tasso di rendimento a scadenza era positivo.

Passiamo ora al calcolo del tasso effettivo in presenza di reinvestimento delle cedole. Il tasso di rendimento effettivo
& quello che risulta dall’'uguaglianza tra il montante dell’'importo investito per l'acquisto del titolo e il montante di
quanto incassato (e reinvestito) dalle cedole e dal rimborso finale. Il montante va calcolato alla scadenza, cioé alla
data del 01/05/2031. Il reinvestimento delle cedole avviene al tasso dell’1%.

Indicando con i.g il tasso di rendimento effettivo su base annua e con M il montante delle cedole, 'equazione da
considerare &
Pig(1 + o) ~90/360419/2 — pr 4 100.

Troviamo M.
M = 2.625 - agglg o1, ,, (1 +0.0112)'" = 52.178.

L’equazione & pertanto
Prig(1 + i) ~90/360+19/2 — 159 178

da cui si trova

‘ < 152.178 )1/(90/360+19/2)
leff =

bbbl —1=0. .
144.0125 0.00598
ESERCIZIO 3. Si considerino i due progetti di investimento
-10 4 -2 9 -8 2 -5 12
A. f f f f B. f f f f
0 1 2 3 0 1 2 3

e la seguente struttura per scadenza dei tassi su base annua:
i(0,1) =0.03 , 4(0,2)=0.02 , (0,2,3)=0.01.

Dopo aver calcolato i fattori di sconto v(0,1), v(0,2) e v(0,3), attraverso questi si calcolino i REA/VAN dei due
progetti e si stabilisca quale dei due progetti risulta conveniente.

Si dica se per entrambi i progetti i flussi consentono di affermare ’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento.
Si dica poi se il valore del TIR per il progetto A & maggiore del 4%.

Si dica infine, relativamente ad un investimento (a termine) di 100 tra un anno e incasso X tra 3 anni, qual ¢ il valore
di X coerente con la struttura dei tassi indicata.

LS

La rappresentazione qui sotto raffigura la struttura dei tassi fornita.

i(0,1) i(0,2,3)

— i - Iy
0\ 1 /2 3
i(0,2)

E richiesto esplicitamente di calcolare i REA attraverso i fattori di sconto.*

I fattori di sconto sono

1 1
)=—— =0. N=— = 0.96117°
v(0,1) 15400, 1) 0.97087 , v(0,2) 1+i(0,2)) 0.96117° e

3Dobbiamo usare il significato originario di “a figurato”, cioé il valore attuale di una rendita unitaria posticipata. Se il tasso & nullo, il
valore attuale complessivo delle rate é il numero di queste, cioé n. Nel nostro caso 19.
4Faccio notare che senza questa richiesta il REA si poteva ottenere con

REA = Vo + Vi(14+4(0,1)) 7 + Va(1 4+4(0,2)) 2 + V(1 +i(0,2,3)) "1 (1 + i(0,1)) ~2.
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1

v(0,3) =7 1i(0,2,3)

-0(0,2) = 0.95165.

Calcoliamo allora i REA.
REA, =-104+4-v(0,1) —5-v(0,2) + 9 - v(0,3) = 0.52
REAp =—-8+2-9(0,1) —5-v(0,2) + 12 - v(0,3) = 0.55.

I1 REA é positivo per entrambi (quindi sono entrambi convenienti rispetto all’investimento di denaro) e risulta
preferibile il progetto B.

Sull’esistenza e unicitd del tasso interno di rendimento calcoliamo i flussi cumulati:

Progetto A: —10, -6, -8, +1 e Progetto B: -8, —6, —11, +1.

Entrambi i flussi cumulati cambiano segno una sola volta e quindi possiamo affermare che il TIR esiste unico per
entrambi i progetti. Con una struttura piatta dei tassi (i = 4%) il REA di A ¢

—104+4-1.0471—2-1.047249-1.0473 = —0.002 < 0.

Quindi il TIR per il progetto A & minore del 4%.

Veniamo all’'ultima domanda: investimento (a termine) di 100 tra un anno e incasso X tra 3 anni coerente con la
struttura dei tassi. Possiamo trovare X usando i tre tassi forniti nei dati del problema. Si ha

X =100(1+4(0,1)) "' (1 4(0,2))*(1 +(0,2,3)) = 1.0371 - 1.02% - 1.01 = 102.02.
La raffigurazione qui sotto illustra il calcolo effettuato.

1(0,1) ——
i(0,1) 100 X

5Dato che i tassi di interesse sono espressi su base annua, dobbiamo elevare al quadrato a denominatore, che equivale ad esprimere

il tasso su base periodale. In altri termini, applicando la conversione “tasso — fattore” con la formula v = 1%—1" dobbiamo avere il tasso
periodale, e cioé ip(0,2) = (1 +i4(0,2))% — 1, da cui
1 1 1
v(0,2) = =

1+0p(0,2) 1+ (1+4a(0,2))2 -1  (1+1a(0,2))2
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ESAME di MATEMATICA per le DECISIONI ECONOMICO-FINANZIARIE
Vicenza, 03/02/2022

ESERCIZIO 1. Si versano in un deposito, per 4 anni, rate semestrali anticipate di 2000€, con l'obiettivo di
costituire alla scadenza un capitale di almeno 20 000€. Si dica anzitutto se I’obiettivo puo essere raggiunto oppure no.
Nel secondo caso si dica quale deve essere il minimo versamento aggiuntivo, da effettuare dopo due anni e mezzo, per
raggiungere ’obiettivo. Il tasso di interesse sul deposito ¢ del 4%.

Stesse domande nell’ipotesi che, dopo due anni, il tasso passi dal 4% al 5%.

Q
+V
2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 2000 20000
-
0 1 2 3 4

11 montante dei versamenti delle 8 rate anticipate® alla fine del quarto anno ¢é
M = 2000 - a§|0.041/2(1 +0.044 2)(1 + 0.04)* = 17493.77€ < 20 000€,

quindi le 8 rate di 2000€ non sono sufficienti per raggiungere I’obiettivo.

Il minimo versamento aggiuntivo, da effettuare dopo due anni e mezzo, per costituire il capitale di 20 000€ &

V = (20000 — 17493.77)(1 + 0.04; /5) > = 2363.04€.

Oppure si poteva calcolare V' come soluzione dell’equazione

2000 - agio,04, , (1 + 0.041/2)(1 + 0.04)* + V(1 +0.04 ) = 20000.

Ora passiamo alla situazione con il cambio di tasso, rappresentata qui sotto.

2000 ... 4%—\\/"5%—1—‘/ 20 000
———eo —— ¢ —— o b e o e |
0 1 2 3 4

Il montante dei versamenti delle rate é ora

M" = 2000 - agq.04, ,, (1 + 0.041/2)°(1 4 0.05)* 42000 - agiq g5, ,, (1 + 0.051/2)° = 17 771.66€.

Quindi il minimo versamento aggiuntivo, con la stessa tempistica precedente, &

V = (20000 — 17771.66)(1 + 0.05, /) > = 2071.08€.

ESERCIZIO 2. Per rimborsare in 3 anni un debito Dy di 1000€, si usa un piano di ammortamento con quote
interessi posticipate e le seguenti caratteristiche:
e una quota interessi I = 50€ e una rata R3 = 330€

Si costruisca il piano di ammortamento, assumendo un tasso di interesse annuo del 10%. Il piano di ammortamento
deve riportare, per ogni scadenza, la rata, la quota capitale, la quota interessi e il debito residuo. Si effettui poi la
verifica di equivalenza finanziaria tra quanto versato e il debito iniziale.

LS

I dati permettono di partire dal prospetto all’inizio della pagina che segue.
Le quantita che possiamo calcolare direttamente in base ai dati sono:
I1=1-Dy=0.1-1000=100 , Dy =-—=— =500 e

Ci =Dy — D; =1000 — 500 = 500.

6 Attenzione, rate anticipate vuol dire pagate all’inizio del periodo, quindi nell’ultimo periodo ¢’¢ un’ultima rata all’inizio del semestre
e non alla fine: quindi non sono 9 rate!
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t| r || I.| D
0| o | o] 01000
1| R || LY Dy
2| Ry | Cy | 50 Dy
313 |Cy| I, 0

Propongo ora due modi diversi di completare il piano. Il primo é scrivere il sistema

C3+ I3 =330
Dy =C3
I3 =0.1- Dy

Usando le ultime due equazioni si ha che I3 = 0.1 - C3 e sostituendo questa nella prima si ha

330
Cs+0.1-Cs = 330, da cui Cs = 1= 300.

Questo permette di ricavare Is = 30 e Co = 200 e a seguire le rate.
L’altro modo ¢é operare sulle rate e usare ’equivalenza finanziaria tra le rate e il debito iniziale.

Da I; = 100 e Cy = 500 si ricava R; = 600. Ora possiamo trovare Ry, la rata mancante, dall’equazione
600-1.1"'+ Ry -1.1724+330-1.172 = 1000,

da cui

~ 1000 —-600-1.1""—330-1.173
N 1.1-2

Da questa si ricava Cy = 250 — 50 = 200, Dy = 500 — 200 = 300, C3 = 300 e I3 = 30.

Il prospetto complessivo é quindi questo:

Ry = 250.

R |c | .| D
0 | 0 | 0 |.1000
600 | 500 | 100°| 500
250 | 200 | 50 < 300
330 | 300 | 30 0

W | =D o+

La verifica dell’equivalenza finanziaria del piano (non necessaria se si ¢ seguita la seconda strada) consiste nel verificare
che

600-1.171+250-1.1724+330-1.172 = 1000.

ESERCIZIO 3. Il B.T.P. denominato Btp-1mg31 6%, con scadenza il 01/05/2031, paga cedole semestrali al tasso
cedolare r = 6%. 11 31/01/2022 era quotato (corso secco) a 142.70. Si dica se il suo tasso di rendimento a scadenza
era positivo o negativo. (Si consideri la tassazione e si calcolino i giorni con ’anno commerciale.)

Si ipotizzi di aver acquistato il titolo in data 31/01/2022, di reinvestire le cedole fino alla scadenza al tasso dell’1%.
Si determini il tasso effettivo di rendimento dell’investimento nel B.T.P.

LS

11 titolo paga le cedole al 01/05 e al 01/11. La rappresentazione qui sotto mostra le caratteristiche del B.T.P. nel
periodo di interesse.

TemA DEL 03/02/2022 UNIVR — SEDE DI VICENZA



A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di MDEF — A.A. 2021/22 17

Dobbiamo considerare la tassazione e quindi la cedola semestrale é

0.06
gF(l —7) = =5~ - 100(1 - 0.125) = 2.625.

Fino alla scadenza del 01/05/2031 il titolo paga n = 19 cedole. Il tempo trascorso dallo stacco dell’ultima cedola
(01/11/2021) ¢ t =30 - 3 = 90 giorni. Quindi

90
teo = 2.625 - — = 1.312
rateo 625 130 3125

e il prezzo tel quel é quindi
Piq = P +rateo = 142.70 4+ 1.3125 = 144.0125.

L’equazione che definisce il tasso di rendimento a scadenza é

Prq = 2.625 - argym, , (1 + ytm) /390 1 100(1 + ytmy )~ 19+90/150,

Viene chiesto di dire se il tasso di rendimento a scadenza era positivo o negativo.

Basta calcolare il termine di destra al tasso zero: attenzione che non possiamo usare la formula di “a figurato”.” Si ha

2.625 - 19 + 100 = 149.875 > 144.0125.

Ricordando che il termine di destra ¢ una quantita decrescente al crescere del tasso, possiamo affermare che il vero
tasso di rendimento a scadenza era positivo.

Passiamo ora al calcolo del tasso effettivo in presenza di reinvestimento delle cedole. Il tasso di rendimento effettivo
& quello che risulta dall’uguaglianza tra il montante dell’importo investito per I’acquisto del titolo e il montante di
quanto incassato (e reinvestito) dalle cedole e dal rimborso finale. Il montante va calcolato alla scadenza, cioé alla
data del 01/05/2031. Il reinvestimento delle cedole avviene al tasso dell’1%.

Indicando con i.g il tasso di rendimento effettivo su base annua e con M il montante delle cedole, ’equazione da
considerare é
Pyq(1 + i) ~20/380F19/2 = M1+ 100.

Troviamo M.
M = 2.625 - aggio.01, , (1 + 0.013 )" = 52.178.

L’equazione & pertanto
Pog (1 4 o) ~90/360419/2 — 159 178

da culi si trova

1/(—90/360+19/2)
152.178
off = —1=10.00598.
142.70
ESERCIZIO 4. Si considerino i due progetti di investimento

—-10 4 -2 9 —8 2 -5 12
A. f f f f B. f f f f
0 1 2 3 0 1 2 3

e la seguente struttura per scadenza dei tassi su base annua:
i(0,1)=0.03 , (0,2)=0.02 , (0,2,3)=0.01.

Dopo aver calcolato i fattori di sconto v(0,1), v(0,2) e v(0,3), attraverso questi si calcolino i REA/VAN dei due
progetti e si stabilisca quale dei due progetti risulta conveniente.

Si dica se per entrambi i progetti i flussi consentono di affermare ’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento.
Si dica poi se il valore del TIR per il progetto A ¢ maggiore del 4%.

Si dica infine, relativamente ad un investimento (a termine) di 100 tra un anno e incasso X tra 3 anni, qual ¢ il valore
di X coerente con la struttura dei tassi indicata.

LS
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i(0,1) i(0,2,3)

—

0 1 /2 3
i(0,2)

La rappresentazione qui sopra raffigura la struttura dei tassi fornita.

/

E richiesto esplicitamente di calcolare i REA attraverso i fattori di sconto.®

I fattori di sconto sono

1 1
0,1) = ———— = 0.97087 0,2) = ——— =0.96117 ?
U( ’ ) 1+i(0,1) ) U( ’ ) (1+i(0,2))2 ¢

v(0,3) = -v(0,2) = 0.95165.

1+1i(0,2,3)
Calcoliamo allora i REA.
REA4, =-104+4-v(0,1) = 5-v(0,2) + 9 - v(0,3) = 0.52
REAp =—-8+2-9(0,1) —5-v(0,2) + 12 - v(0,3) = 0.55.

Il REA ¢ positivo per entrambi (quindi sono entrambi convenienti rispetto all’investimento di denaro) e risulta
preferibile il progetto B.

Sull’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento calcoliamo i flussi cumulati:

Progetto A: —10, -6, -8, +1 e Progetto B: -8, —6, —11, +1.

Entrambi i flussi cumulati cambiano segno una sola volta e quindi possiamo affermare che il TIR esiste unico per
entrambi i progetti. Con una struttura piatta dei tassi (i = 4%) il REA di A ¢

—104+4-1.0471—2-1.047249-1.0472 = —0.002 < 0.

Quindi il TIR per il progetto A ¢ minore del 4%.

Veniamo all’ultima domanda: investimento (a termine) di 100 tra un anno e incasso X tra 3 anni coerente con la
struttura dei tassi. Possiamo trovare X usando i tre tassi forniti nei dati del problema. Si ha

X =100(1+(0,1)) " (14(0,2))*(1 +i(0,2,3)) = 1.037" - 1.022 - 1.01 = 102.02.
La raffigurazione qui sotto illustra il calcolo effettuato.

i(0,1) —
1
- 00 X

"Dobbiamo usare il significato originario di “a figurato”, cioé il valore attuale di una rendita unitaria posticipata. Se il tasso & nullo, il
valore attuale complessivo delle rate ¢ il numero di queste, cioé n. Nel nostro caso 19.
8Faccio notare che senza questa richiesta il REA si poteva ottenere con

REA = Vp + Vi(1 +4(0,1)) " + Va(1 +i(0,2)) 2 + V3(1 +14(0,2,3)) (1 +14(0,1)) 2.

9Dato che i tassi di interesse sono espressi su base annua, dobbiamo elevare al quadrato a denominatore, che equivale ad esprimere
il tasso su base periodale. In altri termini, applicando la conversione “tasso — fattore” con la formula v = —— dobbiamo avere il tasso

T+
periodale, e cioé ip(0,2) = (1 +i4(0,2))? — 1, da cui
1 1 1

14 ip(0,2) - 1+ (14+144(0,2))2 -1 (1 +14(0,2))2"

v(0,2) =
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ESAME di MATEMATICA per le DECISIONI ECONOMICO-FINANZIARIE
Vicenza, 27/06/2022

ESERCIZIO 1. Con quante rate bimestrali di 1000€, la prima delle quali tra un anno, si puo restituire un prestito
di 20 000€ al tasso del 6%? Si calcoli il numero di rate intere e il residuo da versare contestualmente all’ultima rata.
Qual ¢ il debito residuo subito dopo aver versato la 13* rata? Volendo a quel punto estinguere il debito con un solo
versamento dopo un anno, determinare tale importo.

S
1000 ...
20000 A
} o—o—o——o0—o—o—0o—0—0o—0o—0—0o—
0 1 2 3 4

Serve il tasso bimestrale. Poniamo i = 0.06, da cui i1 /6 = (1 + i)Y/ —1 = 0.009758794.

Per determinare il numero n di rate bimestrali la disequazione da impostare &

1000 ami, ¢ (1 +41/6) " > 20 000.

Questa equivale a
1-— (1+Z‘1/6)7n > 20000 . 5
i1/6 — 1000

Indicando appunto con A il termine di destra, la disuguaglianza equivale a sua volta alle seguenti
1—(1+’L'1/6)_n EZI/GA = (1+Z'1/6)_n < 1—i1/6A
e ancora, applicando i logaritmi,

h’l(]. — 7’1/6A)

—nln(l+74 <In(l-14y,64 > 1 7
nin(l+id6) <In(l —id;64) < n> (T i1,0)

= 23.61.

Servono quindi 23 rate intere di 1 000€ piu un residuo. Calcoliamo ora il residuo. Valutato all’istante t = 0 é
RES;—¢ = 20000 — 1 000 aﬂil/s(l + 7:1/6)_5 = 459.82€,
che, valutati contestualmente all’ultima rata, cioé dopo 5+ 23 = 28 bimestri (4 anni e 8 mesi), forniscono

RES/—agbimestri = RESi=o(1 + i1/6)*® = 603.50€.

Determiniamo ora il debito residuo subito dopo aver versato la 13% rata. Anzitutto possiamo osservare che questa
cade dopo 5 + 13 = 18 bimestri, cioé alla fine del 3° anno.

1000 . 1000 %4
20000 A
f S S P P P P —  —
0 1 2 3 4

Propongo due modi per il calcolo del debito residuo.

Procedendo analogamente a quanto fatto poco fa per il calcolo del residuo, il debito residuo dopo 13 rate, valutato
all’istante iniziale, &
DY5 = 20000 — 1000 agg;, ,, (1 +i1/6) " = 8422.41€

che, portati al 3° anno, sono
D3 =D - (1 +14)® = 10031.22€.

11 secondo modo ¢ ottenere direttamente il debito residuo come valore delle rate ancora da versare (dopo aver versato
la 13%) alla fine del 3° anno. Attenzione che dobbiamo considerare anche il residuo. Si ha

D3 = 1000 agq;, , + RES - (1 411/6)'% = 10031.22€.
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Ultima domanda: siamo alla fine del 3° anno, abbiamo versato 13 rate e vogliamo estinguere il debito con un solo
versamento (chiamiamolo V') tra un anno. Quello che resta da versare ¢ quanto calcolato al punto precedente, ma lo
dobbiamo “portare avanti“ di un anno, quindi basta fare

V =Dys - (1+1) = 10633.09€.

ESERCIZIO 2. Per rimborsare in 4 anni un debito Dy di 1000€ si usa un piano di ammortamento con rate
posticipate (in progressione geometrica) che aumentano ogni anno del 20%.

Si costruisca il piano di ammortamento, assumendo un tasso di interesse annuo dell’8%. Il piano di ammortamento
deve riportare, per ogni scadenza, la rata, la quota capitale, la quota interessi e il debito residuo.

ESY
Con rate posticipate in progressione geometrica il valore attuale é dato dalla formula
1—(qv)”
%2311}7((]) se qu # 1,
1—qu

dove R; & la prima delle rate in progressione, ¢ & la ragione della progressione (cioé il rapporto tra una rata e la
precedente) e v ¢ il fattore di sconto. Si osservi che nel nostro caso

1

=——=———=10.92592592 tant 1.
17 13008 0.925925926 e pertanto qu #

qg=12 e w

(Per dire che gv # 1 bastava semplicemente osservare che la rata aumenta del 20%, mentre il tasso ¢ dell’8%.)

Possiamo determinare subito il valore della rata iniziale (e quindi anche tutte le altre). L’equazione &

1 . n
Ryw 2@ o0
1—qu
da cul 1000 L
Ry = 29 998.94€.
v 1= (g

Considerando che la quota interessi é sempre data dal debito residuo precedente moltiplicato per il tasso, possiamo
in sequenza, per ogni scadenza, determinare la quota interessi, la quota capitale e il nuovo debito residuo. Si ottiene
quanto segue:

Ii =Dy-i=1000-008=80 , Ci=R;—11 =228094—-80=14894 , D;=Dy—C; =1000—-148.94 = 851.06
e quindi
Iy =D;-1=68.08 , Ry=¢qR; =27473 , Cy=Ry—1=20664 , Dy=D;—Cy=0644.42
e quindi
Is =Dy -i=5155 , R3=qRy=32967 , C3=R3—13=27812 , Ds3=Dy— Cs=366.30
e infine

I4=D3-1=2930 , Ry=¢qR3=3961 , Cy=R4—1,=36630 , Dy=D3s—-Cy=0

Il prospetto riassuntivo & quindi questo:

t R; Cy I D,
ol o 0 0 | _1000
1 228.94 | 14894 | 80| 851.06
2 | 274.73 | 206.64 | 68.089 644.42
3 | 320.67 | 278.12 | 51.55 366.30
4 | 395.61 | 366.30 | 20.309 0
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ESERCIZIO 3. Si consideri un’obbligazione emessa con le seguenti caratteristiche:
- valore nominale e valore di rimborso F = C = 100;

- scadenza dopo 4 anni;

- cedole semestrali con tasso cedolare r = 6%.

Si consideri la tassazione. Nell’ipotesi che all’emissione il tasso di rendimento a scadenza sia il 5%, si dica se & corretto
affermare che il prezzo di emissione é sopra la pari.

Si consideri poi la situazione dopo un anno, subito dopo l'incasso della 2% cedola, nell’ipotesi che il tasso di rendimento
a scadenza sia salito al 6%. Si determini la duration del titolo in quel momento.

Infine, utilizzando la duration, si dia un’approssimazione della variazione del prezzo a seguito di una diminuzione
relativa del tasso del 10%.

LS

Poniamoci all’emissione (¢ = 0) come istante di valutazione.

valutazione
CED CED CED CED CED CED Cep Cep+CN

0 1 2 3 4

Dato che dobbiamo considerare la tassazione, la cedola (semestrale) netta &

~0.06-100

rF
= — 1 —
CED 5 ( v) 5

(1 —-0.125) = 2.625.
L’equazione che lega il prezzo di emissione (Pg) al tasso di rendimento a scadenza (ytm) é
Pg = CED agyip, , + CN (1 + ytm)~*, con CN = 100 — max(0, 100 — Pg)7.

Se CN = 100 (ossia Pr > 100 e non c’é tassazione sul rimborso) applicando la formula qui sopra si ottiene
Pg = 2.625 agiyuy, , + 100 (1 +ytm)~* = 101.12

e quindi ipotesi che il prezzo di emissione sia sopra la pari é corretta.

Poniamoci ora come istante di valutazione alla fine del primo anno (¢ = 1), nell’ipotesi che il tasso di rendimento a

scadenza sia ora ytm = 6%.
valutazione
CED CED CED CED Cep CEeEDp+ CN

0 1 2 3 4

o

Anzitutto dobbiamo ricontrollare la tassazione sul rimborso: rispetto a prima tasso e prezzo sono cambiati. Nell'ipotesi
che sia CN = 100 la formula ¢ ora

P = 2.625 agiyum, ,, + 100 (1 + ytm) = = 98.20 (2)
e quindi questa volta il prezzo non puo essere sopra la pari e il rimborso viene tassato. Pertanto

CN = 100 — (100 — P).

Attenzione che P non ¢ quello calcolato come P nella (2): il 98.20 ¢ il prezzo che avremmo avuto nell’ipotesi, rivelatasi
falsa, di non avere la tassazione sul rimborso. Per determinare CN occorre la “formula complicata” (che si trova nel
formulario).1®

Si ha .
. CED - a@ytml/z + 100(1 - ’7)(1 + ytml/Q)_

P = 5 =97.99. Si trova anche CN = 99.749.
L —~(1+ytmy o)~

10Rjcordo che in questo caso, dato che nell’equazione I’incognita P compare a sinistra e anche a destra all’interno di CN, si tratta
semplicemente di ricavare dall’equazione P in funzione di tutte le altre quantita, che sono note.
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Ora calcoliamo la duration nell’istante ¢ = 1, usando come tasso il tasso di rendimento a scadenza. Serve la increasing
annuity (le cedole sono 6 e il tasso é semestrale).

a@ytml/g - 6(1 =+ ytm1/2)76
ytmy o

= 18.5269068.

Ia@ytml/g = a@ytml/z

Ora la formula della duration (attenzione anche qui, ovviamente la duration sara espressa in semestri):

CED - Iaaytml/Q +6- CN(I + ytml/g)_G
CED - AGlytm, o + CN(l + ytml/g)_ﬁ

Dy = = 5.624343044 (semestri).

Dobbiamo convertire la duration in anni.

D
D= % — 2.812171522.

La duration modificata ¢

D
Dyod = ————— = 2.652992.
47 140.06

Ora il calcolo della variazione del prezzo.
AP ~ —Dyoq - Al - P.
Abbiamo una diminuzione relativa del tasso del 10%, e quindi A7 = —0.06 - 0.1 = —0.006. Pertanto

AP ~ —2.652992 - (—0.006) - 97.99 = +1.5598.

ESERCIZIO 4. Si considerino i due progetti di investimento
—-10 12 -1 2 ) 7 -3
A. f f f f B. f f
0 1 2 3 0 1
con struttura per scadenza (in fattori di sconto): v(0,1) = 0.98, v(0,2) = 0.94 e v(0, 3) = 0.90.

Si calcolino i corrispondenti tassi di interesse a pronti su base annua i(0,1), i(0,2) e i(0,3) e il tasso di interesse a
termine su base annua i(0,1,3).

o o

2

Si calcolino poi i REA/VAN dei due progetti e si stabilisca quale dei due progetti risulta conveniente.

Si dica perché per il progetto A si puo affermare che il TIR esiste ed ¢ unico e che é maggiore del 20%. Quale dovrebbe
essere il valore in ¢ = 3 per avere un TIR esattamente del 20%?

Si dia infine la valutazione complessiva del progetto A usando il criterio TRM con tasso a debito i_ = 10% e tasso a
credito i1 = 5%.

RS

La rappresentazione qui sotto raffigura la struttura dei fattori.

v(0,3)
0(0,2) \

0,1

} AN % \% |

0 1 2 3
Calcoliamo i tassi a pronti sulle tre scadenze.

1
i(0,1) = ——= — 1 = 0.020408163, che ¢ direttamente su base annua.

v(0,1)
ip(0,2) = 0.3 1 =0.063829787, su base biennale e quindi
v )
ia(0,2) = (1+14,(0,2))"/2 — 1 = 0.031421246, su base annua.
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1

— 1 =10.035744168, su base annua.

Ora il tasso a termine (0, 1,3). Conviene prima calcolare il fattore di sconto corrispondente:

v(0,3)

= 0.918367346
(0,1)

v(0,1,3) =

<

e quindi
1

ia(0,1,3) = 0(0,1,3)172

— 1 =0.043498389, su base annua.

Calcoliamo i REA (attraverso i fattori di sconto).

REA4 = —10 + 12 v(0,1) — v(0,2) 4+ 2 - v(0, 3) = 2.62

REAp = —-5+7-v(0,1) —3-v(0,2) +4-v(0,3) = 2.64.

Il REA ¢ positivo per entrambi (quindi sono entrambi convenienti rispetto all’investimento di denaro) e risulta
preferibile il progetto B.

Per D’esistenza e unicita del tasso interno di rendimento del progetto A calcoliamo il suo flusso cumulato:
—-10, +2, +1, +3.

Il flusso cumulato cambia segno una sola volta e quindi possiamo affermare che il TIR di A esiste ed € unico. Con una
struttura piatta dei tassi (i = 20%) il REA di A &

~10+12-1.271—-1-1.27242.1.273=0.46 > 0.
Quindi il TIR per il progetto A ¢ maggiore del 20%.

Determiniamo il valore X in ¢ = 3 che porta ad un TIR esattamente del 20%. Basta scrivere ’equazione

—10+12-1.27'—-1-12724+ X123 =0.

Si ricava
X=-10-123-12-1224+12=1.2.

Per concludere, la valutazione del progetto A con il criterio TRM (i = 10% e iy = 5%).

My = —10 (< 0)

My =-10-1.1412=1 (> 0)
My =1-1.05—1=0.05 (> 0)
Ms = 0.05- 1.05 4 2 = 2.0525.

Possiamo affermare che, in base al criterio TRM, il progetto A é conveniente.
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ESAME di MATEMATICA per le DECISIONI ECONOMICO-FINANZIARIE
Vicenza, 01,/09/2022

ESERCIZIO 1. Si vuole poter disporre di 30 000€ fra 3 anni, assumendo un tasso del 5%.

I possibile versando rate mensili anticipate (immediate) di 800€? Determinare poi la rata per avere quella disponibilita
con versamenti mensili (costanti), il primo tra 3 mesi e I'ultimo un mese prima della scadenza dei 3 anni. Si determini
infine, in questa seconda modalita, quanto accumulato subito dopo il versamento alla fine del 2° anno.

Q>
30000
B — e —— s
0 1 2 3

Serve il tasso mensile equivalente al tasso annuo del 5%. Poniamo i = 0.05, da cui 4 /15 = (1 +4)1/12 -1 = 0.00407412.

Per dire se i versamenti di 800€ sono sufficienti per costituire la disponibilita voluta basta calcolare il montante di
questi versamenti, ricordando che sono anticipati: sono in tutto 36, versati all’inizio di ogni periodo (mese). Si ha

M =800 - aggy;, ., (1 +i1/12) (1 +14)* = 31077.54€

Pertanto la risposta & affermativa, ¢ possibile raggiungere 1’obiettivo (e superarlo) con questa modalita.

Ora i versamenti non sono pit immediati, ma il primo tra 3 mesi e I'ultimo un mese prima della scadenza dei 3 anni.

30000
—QO00eee0eeese ———|+———— | e ee00————
0 1 2 3

Abbiamo 10 versamenti nel 1° anno (compreso quello nell’istante finale), 12 versamenti nel 2° anno e 11 versamenti
nel 3° anno. Ma é piu semplice osservare che sono i 36 versamenti anticipati di prima, meno i primi 3. Quindi ora
abbiamo 33 versamenti.

L’equazione che ci permette di trovare la rata é
R-agzi, ., (1+i1/12) 72(1+4)° = 30000

da cui si ricava 30000
R— = 847.74€.

331, ,, (1 +i1/12) 72 (1 4+ 0)?

Con la modalita appena usata, subito dopo il versamento alla fine del 2° anno abbiamo versato
8AT.T4 - agz;, ,,, (1 +i1/12) T2(1 + )% = 19470.25€,

osservando che i versamenti sono 10 nel 1° anno (compreso quello nell’istante finale) e 12 nel 2° anno.

ESERCIZIO 2. Per rimborsare in 4 anni un debito Dg di 1000€ al tasso dell’8% si usa un piano di ammortamento
con quote interesse anticipate e quote capitale posticipate in progressione aritmetica, che aumentano ogni anno di 50€.
Il piano di ammortamento deve riportare, per ogni scadenza, la rata, la quota capitale, la quota interessi e il debito
residuo.

LS

Le quote interessi sono anticipate e quindi vanno calcolate moltiplicando il debito residuo per il tasso di sconto (poniamo
¢ =0.08). Si ha

d= —'— —0.07407407.
1+

La prima quota interessi é quindi Ip =d - Dy = d - 1000 = 74.07€.
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Ora dobbiamo determinare le quote capitale, sapendo che ogni anno aumentano di 50€. Detta C; la prima, le altre

sono evidentemente
Co=C1+50, C3=Cy+100, Cy = Cq + 150.

Pertanto la somma delle quote capitale é

Ch+ Cy + C3 4+ Cy = 4C, + 300.

Dovendo questa essere uguale al debito iniziale, averemo

700
4C1 +300=1000 e quindi C; = = 175€.

Pertanto
Cy =225€ , C3 =275€ , Cy = 325€.

Per completare il piano di ammortamento basta ora, per ogni anno, in sequenza calcolare il nuovo debito residuo e la
nuova quota interessi. Si ha

Dy =Dy—C;=1000—-175=825€ , I =d-D;=61.11€
e quindi
Dy =Dy —Cy =825—-225=600€ , I, =d-Dy=44.44€
e infine
D3 =Dy —C3 =600 —275=325€ |, I3=d-Ds=24.07€,
osservando poi che il piano si chiude regolarmente dato che D3 = Cy e quindi il debito residuo finale si annulla.

Resta solo il calcolo delle rate con Ry = Cy + I;. Il prospetto riassuntivo ¢ quindi questo:

R Cy Iy Dy
74.07 0 | 74.07<—1000
236.11 | 175 | 61.11—825
269.44 | 225 | 44.444—600
299.07 | 275 | 24.074—325

325 325 0 0

W I NN =] O+

ESERCIZIO 3. Si consideri un’obbligazione emessa con le seguenti caratteristiche:
- valore nominale e valore di rimborso F' = C = 100;

- scadenza dopo 4 anni;

- cedole semestrali con tasso cedolare r = 4%.

Si consideri la tassazione. Nell’ipotesi che all’emissione il tasso di rendimento a scadenza sia il 4%, si dica se ¢ corretto
affermare che il prezzo di emissione é sopra la pari.

Si consideri poi la situazione dopo un anno, subito dopo I'incasso della 2% cedola, nell’ipotesi che il tasso di rendimento
a scadenza sia sceso al 3.8%. Si determini la duration del titolo in quel momento.

Infine, utilizzando la duration trovata, si dia un’approssimazione della variazione del prezzo a seguito di una diminu-
zione relativa del tasso del 10%.

RS

Poniamoci all’emissione (¢ = 0) come istante di valutazione.

valutazione
CED CED CED CED CED CED Cep Cep+ CN

0 1 2 3 4

TemA DEL 01/09/2022 UNIVR — SEDE DI VICENZA



A. Peretti — Svolgimento dei temi d’esame di MDEF — A.A. 2021/22 26

Dato che dobbiamo considerare la tassazione, la cedola (semestrale) netta &

rF ~0.04-100

Cep = —-(1-7) (1—0.125) = 1.75.

L’equazione che lega il prezzo di emissione (Pg) al tasso di rendimento a scadenza (ytm) &

Pg = CED agyys,, , + ON (1 + ytm)™*, con CN = 100 — max(0, 100 — Pg)~.

Non possiamo sapere a priori se ¢’é tassazione sul rimborso, perché dipende dal prezzo di emissione, che non conosciamo.

Nell’ipotesi che sia CN = 100 (ossia Pg > 100 e non ci sia quindi tassazione sul rimborso), applicando la formula qui
sopra si ottiene
Pg = 1.75 agyy,, ,, + 100 (1 + ytm)~* = 98.31,

e quindi 'ipotesi che il prezzo di emissione sia sopra la pari non é corretta.

Poniamoci ora come istante di valutazione alla fine del primo anno (¢ = 1), nell’ipotesi che il tasso di rendimento a

scadenza sia sceso a ytm = 3.8%.
valutazione
CED CED CED CED Cep CEeED+ CN

0 1 2 3 4

o

Per calcolare la duration ci serve il prezzo e non possiamo usare quanto calcolato in precedenza, dato che tasso e prezzo
sono cambiati. Nell’ipotesi che sia CN = 100 (ossia P > 100) la formula ¢ ora

P =175 gy, ,, + 100 (1 4 ytm)™> = 99.256 (3)
e ancora l'ipotesi é falsa. Il prezzo é sotto la pari e il rimborso viene tassato. Pertanto

CN = 100 — (100 — P)~.

Attenzione che P non é quello calcolato come P nella (3): il 99.256 & il prezzo che avremmo avuto nell’ipotesi, rivelatasi
falsa, di non avere la tassazione sul rimborso. Per determinare il prezzo occorre la “formula complicata” (che si trova
nel formulario).!

Si ha 6
B CED - aaytml/g + 100(1 - 7)(1 + ytml/Q)_

P
1-— ’}/(1 + ytml/g)—6

=99.162. Si trova anche CN = 99.895.

Ora calcoliamo la duration nell’istante ¢ = 1, usando come tasso il tasso di rendimento a scadenza. Serve la increasing
annuity (le cedole sono 6 e il tasso ¢ semestrale).

a@ytml/Q - 6(1 + ytml/Z)_G
ytmy o

= 19.37732078.

Ia@ytmlp = a@ytml/z

Ora la formula della duration (attenzione anche qui, ovviamente la duration sara espressa in semestri):

CED - Ia@'ytmuz +6- CN(l + ytml/g)_G
CED - aaytml/z —+ CN(l + ytml/g)_6

Dy = = 5.74648593 (semestri).

Dobbiamo convertire la duration in anni.

D
D =22 _ 987324297
La duration modificata & D
Dinod = ———— = 2.71060657.
1717038

HRicordo che in questo caso, dato che nell’equazione I’incognita P compare a sinistra e anche a destra all’interno di CN, si tratta
semplicemente di ricavare dall’equazione P in funzione di tutte le altre quantita, che sono note.
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Ora il calcolo della variazione del prezzo.
AP ~ —Dyoq - Ai - P.

Abbiamo una diminuzione relativa del tasso del 10%, e quindi Az = —0.038 - 0.1 = —0.0038. Pertanto

AP ~ —2.71060657 - (—0.0038) - 99.895 = +1.0214.

ESERCIZIO 4. Si considerino i due progetti di investimento
-10 12 -1 2 -5 7 -3
A. % % f B. f f

0 1 2 3 0 2

1
con struttura per scadenza (in fattori di sconto): v(0,1) = 0.99, v(0,2) = 0.96 e v(0,3) = 0.92.

Si calcolino i corrispondenti tassi di interesse a pronti su base annua i(0,1), i(0,2) e i(0,3) e il tasso di interesse a
termine su base annua i(0,1,3).

w4

Si calcolino poi i REA/VAN dei due progetti e si stabilisca quale dei due progetti risulta conveniente.

Si dica perché per il progetto A si puo affermare che il TIR esiste ed ¢ unico e che ¢ minore del 25%. Quale dovrebbe
essere il valore in ¢t = 3 per avere un TIR esattamente del 25%?7

Si dia infine la valutazione complessiva del progetto A usando il criterio TRM con tasso a debito i_ = 10% e tasso a
credito i = 5%.

LS

La rappresentazione qui sotto raffigura la struttura dei fattori.

v(0, 3)

v(0,2) \
v(0,1) - \

Calcoliamo i tassi a pronti sulle tre scadenze.

i(0,1) = —1=0.01, che ¢ direttamente su base annua.

v(0,1)

ip(0,2) = 202 1 = 0.0416, su base biennale e quindi

i0(0,2) = (1+1,(0,2))/2 =1 = 0,02062073, su base annua.

1

— 1 =0.02818372, su base annua.

Ora il tasso a termine (0, 1,3). Conviene prima calcolare il fattore di sconto corrispondente:

v(0, 3) —
0,1,3) = =0.92
TR Y
e quindi
1
i.(0,1,3) = D013 1 =10.03734611, su base annua.

Calcoliamo i REA (attraverso i fattori di sconto).

REA, = —10+12-v(0,1) — v(0,2) + 2 - v(0,3) = 2.76

REAp = —5+7-v(0,1) —3-v(0,2) + 4 - v(0,3) = 2.73.

Il REA ¢ positivo per entrambi (quindi sono entrambi convenienti rispetto all’investimento di denaro) e risulta
preferibile il progetto A.
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Per Desistenza e unicita del tasso interno di rendimento del progetto A calcoliamo il suo flusso cumulato:

10, +2, +1, +3.

11 flusso cumulato cambia segno una sola volta e quindi possiamo affermare che il TIR di A esiste ed é unico. Con una
struttura piatta dei tassi (i = 25%) il REA di A &

~10+12-1.2571 —1-1.257%24+2-1.257% = —0.016 < 0.
Quindi il TIR per il progetto A & minore del 25%.

Determiniamo il valore X in ¢ = 3 che porta ad un TIR esattamente del 25%. Basta scrivere ’equazione

—104+12-1.251—1-1252 4+ X-1.25"3 = 0.

Si ricava

X =-10-1.25% — 12 1.25% + 1.25 = 2.03125.
Per concludere, la valutazione del progetto A con il criterio TRM (i— = 10% e i = 5%).

My = —10 (< 0)

My =-10-1.1412=1 (> 0)
My, =1-1.05-1=0.05 (> 0)
Ms = 0.05 - 1.05 4 2 = 2.0525.

Possiamo affermare che, in base al criterio TRM, il progetto A & conveniente.
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